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CUVINT ÎNAINTE 


Analiza matematică este o "simfonie a infinitului", aşa cum spunea 
marele matematician DAVID HILBERT; ea înseamnă analiza procesului de 
trecere la limită, folosit în definirea şi studiul derivatel 


or, integralelor şi 
multor altor concepte fundamentale, care permit descrierea matematică a 
mişcării, creşterii, măsurii, înseamnă o victorie a spiritului saupra materiei. 


Ca disciplină de învăţămînt şi ca obiect inepuizabil de cercetare, 
Analiza matematică este un sumum de rezultate de mare profunzime, 
prin căutările ştiinţifice ale multor generaţii, 
căruia i se datorează multe raționamente specifice analizei într-o formă, 
primitivă (în lipsa definirii noţiunilor de număr real şi funcţie reală). Un 
moment decisiv este cel marcat de G. W. LEIBNIZ, filosof şi analist riguros şi 
I. NEWTON, interesat în probleme de fizică, 


două temperamente ştiinţifice 
distincte şi deopotrivă de necesare, reprezentînd forța supremă a 
raționamentului şi intuiției. Din acel moment, Fizica a devenit ştiinţă. Istoria 
şi logica Analizei matematice sunt legate de 


numele altor mari spirite, precum 
EULER, GAUSS, CAUCHY, RIEMANN, POINCARE, LEBESGUE, HILBERT, 
GROTHENDIECK, GRAUERT. i 


Înțelegerea Analizei matematice, 
suficientă, este şi un fapt de cultură 
gîndirea, cenzurează intuiţia prin raționament, stimulează descoperirea şi 
contribuie la modelarea multor fenomene fizice, chimice, biologice şi 
tehnico-economice. În ultimele decenii, Analiza matematică este pe de o parte 
continuată ' în domenii noi, de sine stătătoare, ca Analiza funcţională, 
Geometria diferenţială, Fizica matematică şi pe de altă parte, este dizolvată 
în metode numerice prin "traducerea" teoremelor în programe de calcul. 

În ţara noastră, învățămîntul şi cercetarea ştiinţifică în domeniul 
Analizei s-au realizat la un nivel înalt, graţie unei pleiade de profesori care au . 
depus şi un efort propriu de cercetare şi amintim numele lui D. EMMANUEL, 


obţinute 
începînd cu geniul lui Arhimede, 


la unul din nivelele posibile de rațiune 
şi educaţie, pentru că disciplinează 


` D. POMPEIU, S. STOILOW, M. NICOLESCU. 


Această carte cuprinde patrusprezece lecţii asupra subiectelor standard 
ale cursului adresat studenţilor din anul I al facultăţilor tehnice şi economice. 
Pe baza experienţei autorilor la facultăţile de Automatică-—calculatoare şi 
Electronică, am căutat să netezim dificultăţile trecerii de la liceu la facultate, 
utilizînd un limbaj nuanţat. Spaţiul tipografic mai restrîns, dar şi unele licenţe 
didactice, ne-au oprit să dăm demonstraţii complete chiar tuturor rezultatelor 
evocate, dezamăgind poate pe cei care trebuie să apeleze la manuale mai 
ample. Studiul individual şi învăţarea activă la matematică, în propriul 


__ interes şi dincolo de grija examenelor, trebuie însoţite de rezolvarea de exerciţii; 


de aceea am adăugat un număr de cîte zece exerciţii la fiecare lecţie, cu 
indicaţii de rezolvare, şi în acest mod, cartea este implicit şi o culegere de 
probleme. În plus, nu lipsesc comentarii şi date istorice privind evoluţia unor 
noţiuni şi idei, iar la sfirşit am adăugat un index alfabetic, simplificînd 
găsirea locului în carte al unor concepte sau rezultate care vă pot interesa cu 
precădere. ; 

Autorii ţin să mulțumească redactorului cărţii pentru munca sa 
migăloasă şi tinerei conduceri a Editurii ALL, care s-a încumetat la un act 
curajos şi înali educativ, tipărind o lucrare de matematică într-o perioadă 
dominată, atât de ştiinţele şi practicile "îmbogăţirii spontanee", cît mai ales de 
griji, sărăcie şi profit nesigur. 


Autorii, 


Bucureşti, dec. '92 


NOTĂ asupra ediţiei a H-a 
Manualul de faţă corespunde programelor analitice actuale pentru un 


curs de două semestre de Analiză Matematică; în raport cu prima ediţie s-au 
adus unele corecţii şi s-a eliminat prezentarea prea frugală a fractalilor. 


Autorii 
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Partea I 


CALCUL DIFERENȚIAL 


LECŢIA I ` 


NUMERE, ŞIRURI DE NUMERE 


INTRODUCERE 


În această lecție vom prezenta cîteva noțiuni fundamentale pentru 
matematică şi pentru diversele descrieri matematice ale realității fizice, 
tehnice, economice, legate de numerele reale şi complexe ca şi de şirurile 
numerice. Nu vom defini noţiuni primare ca: element, mulţime, colecţie, 
egalitate, proprietate etc. şi vom folosi un limbaj mai direct, apropiat de 
expunerea orală. Presupunem cunoscută semnificaţia simbolurilor e, £, c, £, 
U, n, V, 3, C. 

Înțelegerea corectă a noțiunii de număr real este importantă nu numai pentru. 
matematician, iar denumirea atât de fericită primită dovedeşte rolul lui în 
determinările cantitative efectuate în cursul cercetării realităţii. 


Prin mulţime de numere se subînţelege o mulţime ale cărei elemente se pot 


afla în anumite "relații". ( de exemplu, relaţia de inegalitate sau cea de 
divizibilitate), în plus, cu acele elemente se pot face anumite "operaţii" ( de 
exemplu, adunări, scăderi, înmulţiri etc.). Lărgirea noţiunii de număr, prin 


incluziunile NcZeQcRcC, reflectă în fond progresul cunoaşterii 
ştiinţifice. 


1. Numere reale 


În elaborarea conceptului de număr real, intuiţia algebrico-geometrică şi 


"motivaţia fizică s-au împletit permanent într-un efort de înţelegere şi 


formalizare desăvirşit de matematicienii germani G. CANTOR (1845:1918) şi 
R. DEDEKIND (1831-1916). 


Sunt necesare unele pregătiri, legate de conceptul matematic de ordine. Există 


„mai multe proprietăţi relativ la perechi de elemente. De exemplu, faptul că 12 - 


este divizibil cu 4 nu este o proprietate a lui 12 sau a lui 4 separat, ci a 


perechii (12,4); la ic] şi faptul că 4< 12. Dacă M este o mulţime, se numeşte 


1. Numere, şiruri de numere 
14 


relație binară pe M orice colecție R de perechi de elemente ale lui M, adică 
RcMxM.Pentru x,y € M, în loc de (x.y) e R se scrie x Ry şi se spune că "x 
este în relaţia R cu y". O relaţie binară R pe mulţimea M se zice relație de 


ordine parţială dacă este reflexivă  (VxeM,xRx), tranzitivă 


Ry,y R z implică x Rz) şi antisimetrică (xRy şi yRx implică x =y); 


dacă în plus pentru orice x,y € M avem fie xRy fie y Rx, se spune că avem 
o relație de ordine totală. 


O mulțime M pe care este fixată o relație de ordine parțială, notată <, se 
numeşte mulțime ordonată. Dacă PceM este o submulțime nevidă, atunci 
prin majorant al lui P se înțelege un element x € M astfel încît Va e P, avem 
l a<x. Dacă P admite cel puțin un majorant, ea se zice majorată; dacă în 
plus, P admite un majorant care aparţine lui P, acesta se numeşte cel mai 


mare element al lui P, notat max P (el este unic, conform proprietăţii de 
antisimetrie). În mod similar se definesc, dacă există, minoranţii şi cel mai 


mic element min P. | 
Dacă (M,<) este o mulţime ordonată şi PcM este o mulţime nevidă, se 
În că P admite margine superioară dacă P are majoranţi şi mulțimea 


acestora are un cel mai mic element, notat cu supP. În mod similar,P 
admite margine inferioară dacă are-minoranţi şi mulţimea lor are un cel 


mai mare element, notat inf P. 


Definiţia I. 1. Se numeşte mulţime de numere reale o mulţime R care 
satisface următoarele proprietăţi: 


I. R este un corp comutativ; 


II. Pe R există o relaţie de ordine totală <, compatibilă cu operaţiile 
algebrice; | Wo 
III. Orice submulțime nevidă şi majorată a lui R are o margine superioară 
(adică un cel mai mic majorant). 


Comentariu. Proprietatea I. sintetizează disponibilităţile de calcul în R. Astfel, 
(R, +,0) şi (R \1{0},:,1) sunt grupuri abelieņe (N. ABEL, 1802-1829) şi în plus, 


1. Numere reale PR 


x (y +2 )=xy + xz» pentru orice z,y,zeR. Se definesc z-y=x+(-y) şi dacă yz0, 


xly=xy-1. Aşadar, în R se pot efectua adunări, scăderi, înmulţiri şi împărțiri cu 


elemente nenule, cu regulile uzuale de calcul învăţate în gimnaziu şi liceu. Proprietatea 
II sintetizeză faptul că relaţia < este reflexivă, tranzitivă şi antisimetrică; apoi, 
pentru orice x,yeR avem fie x<y, fie y<x. În plus, dacă x<y, atunci Yze R 
x+z<y+z, iar dacă 0<x,0<y, atunci 0sxy. Din proprietăţile I, II rezultă 
binecunoscutele reguli de calcul cu inegalităţi. În fine, proprietatea III, numită şi 
"axioma marginii superioare", constituie punctul de plecare în stabilirea rezultatelor 
de bază ale Analizei matematice, care totodată o separă de Algebră. Dacă PcR are 
marginea superioară s, nu rezultă neapărat că se P; elementul s este caracterizat 
prin aceea că vzeb , x ss (sfiind un majorant al lui P) şi Vs >0, existăyeP 


astfel încît y>s-e (căci s este cel mai mic majorant şi ca atare, s-s nu este un 
majorant al lui P). 


Există mulţimi satisfăcînd proprietăţile I, II, III; de exemplu, mulţimea 
fracţiilor zecimale finite şi infinite sau mulţimea punctelor oricărei axe. Se 
poate demonstra că orice două astfel de mulţimi reprezintă structuri izomorfe, 
într-un sens uşor de explicitat. i 

În cele ce urmează, vom fixa o mulţime cu proprietăţile I, II, III, notată cu R, 
ale cărei elemente se vor numi numere reale. 


O submulțime ICR se numeşte inductivă dacă 0 eI şi în plus, 
Vxel=x + le]. De exemplu, intervalul (0,0) este o mulţime inductivă. Cea 


mai mică submulțime inductivă (relativ la relaţia de incluziune) este 


N=(0,1,2=1+1,.n,n+ 1.) adică mulțimea numerelor naturale. 


Principiul inducției matematice se poate enunţa astfel: dacă S c N este o 
mulţime inductivă, atunci S = N. 


Mulțimea numerelor întregi este Z =(xeR|xeN'sau -xe N). Pentru 


orice x e R există şi este unic ne Z astfel încît n<x<n +1; se notează 


n = [x], partea întreagă a lui x, de exemplu, [3,14] = 3 şi [-3,14] = —4. 


Mulțimea numerelor raţionale este Q = {m/n | m,n e Z, n + 0); ea satisfa- 
i proprietăţile I, II anterioare; dar nu şi III, deoarece mulţimea 

=tkeQ| x? < 2) nu are margine superioară în Q. În plus, Q este densă 
în R (în sensul că pentru orice numere reale a < b, există numere raţionale 
cuprinse între a şi b; anume, alegem n e N'astfel încît 


deci L<b-a 


-a n. 


n> 


şi fie m = [na] deci msna<m +1; atunci 


b>art> "41 


n n n 


I. Numere, şiruri de numere 
16 À 


m+1 
n 


7 m+1 ; 
deci a< <b, iar 


este rațional). 


Comentariu. Denumirea de număr rațional provine de la latinescul "ratio" (raport de 
numere întregi; astfel, 


2, -3 eQ, V2 e @. 
3 5 


Numerele iraționale sunt tocmai elementele mulțimii R \ Q şi nu sunt deloc în afara 
rațiunii. 


Reamintim că pentru orice x e R se defineşte modulul lui x, | x | = max(x,- x) 
deci i 
i x dacăx 20 
|x= dacăz<0 
Pentru orice x,y e R, numărul d(xy)= xy] reprezintă distanţa între x,y. 
Sunt astfel definite două funcţii remarcabile, anume: 
ABS:R—R,x» |x| şi d:RxRoR, (x,y) dlx,y) 
Au loc proprietăţile următoare binecunoscute: 
10 vxeR,|x|20.şi |x|]=0ox=0; | i 


20 vayeR, |e+ylslz]+19l şi layla lei yl 

3 Fie s > 0; avem ideas xe(-e,e) şi |x| >e o xelo- e)U(e,; 
40 Vary eR,d(x,y)20 şi dlix,y)=0 S x=7; 

50 Vx,y eR, d(x,y) =dQ,%); 
- 6? Yx,y,zeR,d(x,z)<d(x;y) + d(y,2). 


2. Numere complexe 


i onsideraţii se: utilizează numerele complexe, apărute iniţial în 
plată SA arie ecuaţiilor algebrice. Marele matematician german 
C. F. GAUSS (1777-1855) a dat prima demonstraţie riguroasă a pica 
fundamentale a algebrei şi a studiat structura mulţimii Zi = (a+bi | ab e 

a întregilor care îi poartă numele. De obicei datele unei probleme tehnice sei 
economice sunt exprimate prin numere reale, dar în cursul rezolvării pot 
utilizate ca intermediare numerele complexe; mai mult, la studiul Baze or 
electrotehnicii, Mecanicii fluidelor sau în Teoria stabilității sistemelor şi în 
Fizica interacţiilor se utilizează rezultate profunde de Analiză complexă. 


ez ca 


2. Numere complexe 17 


- Definiţia I. 2. Se numeşte număr complex orice pereche ordonată de 


numere reale. Mulțimea numerelor complexe este C=RxR. 


Dacă z = (a,b), 2! = (a/,b') sunt două numere complexe, atunci prin definiţie, 


z=z'0 a=a! şi b =b’. Deci o egalitate de numere complexe echivalează cu 
două egalităţi în R. Se ştie că relativ la adunarea şi înmulţirea uzuale: 

z +z’ =(a+a’,b +b/),z2/= (aa! - Bb',ab! + a'b); 0c = (0,0), le= (1,0), 
mulţimea C este.un corp comutativ. 
Notînd i = (0,1) şi cînd identificarea între numărul complex (2,0) şi numărul 
real a, rezultă: : - 

z=(a,b)=(a,0) +(0,8)=(a,0)+(B,0)(0,LD)=a+ bi, 

obţinînd astfel forma algebrică uzuală. Se observă că 


i? = (0,D(0,D=(-1,0)z-1 
deci i este rădăcină a polinomului x + 1. 


Comentariu. Numerele complexe de forma (0,b) = bi cu b + 0 au fost numite în mod 
nefericit imaginare, dar nu au în ele nimic imaginar, misterios; confuzia a plecat de la 


definirea lui i ca y-1, după ce se spusese că numerele negative nu au radical. 
Definind i = (0,1) ca un număr complex ca oricare altul, dispare orice confuzie şi 
numerele complexe sunt obiecte matematice cu reguli precise de operare. În unele 


situaţii se utilizează şi numerele duale a+bs unde a,b e R şi s? = 0; de fapt acestea 
sunt deasemenea 


i perechi. de numere reale (a,b), cu operaţiile 
(a,b) +(a',b')=(a+a',b +b’) şi (a,b) (a’,b’) = (aa',ab’ + a/b), iar e = (0,1). 
Dacă z = (a,b) = a+bi e C, cu a,b e R, se notează , 

Re z = a (partea reală), Im z = b (partea imaginară), 

Z=a-bi (conjugatul lui z) şi |z |=Va2+b2 (modulul lui 2). 
Se cunosc sau se verifică uşor următoarele proprietăţi: 
10 Yz e C, Rez =le +2), Imz -1 -2); 

2. -2i 

20 Yz,z'e C,z +z =z +2';2z' =z `'2' , Iz =. Uz 270); 
3? vzeC,|Rez|<|z|],|Imz|<|z|,jz|<|Rez|+|Imz]; 
49 Yz,z'eC, |z +27 |<]z]+ļz j, {zz |= lz}{z,llz}- iz Ils z-z7] şi 


dacă 2/40, |z/2'|=|z|/|z']. 


Să considerăm un plan P şi 


ortogonal xOy; identificăm numărul 


DN ld 


i 18 E I. Numere, şiruri de numere Ă 3. Şiruri de numere reale 19 


z+0, fier=|z| şi ọe[{0,27) unghiul făcut de semidreptele Ox, Oz în sens f:I—=E,i» x;= fi); această familie se mai notează (4;); «7. În cazul particular 


trigonometric; se mai notează $ = arg z, argumentul lui z. Atunci a = rcose, cînd I = N. familiil TERON. 
b = rsing şi z = a+bi = rcosọ + irsing = r(cosọ+ising), obținîndu-se forma înd 1 = N, familiile se numesc şiruri şi vom nota (a,), >o; dacă E = R (respectiv 


| _trigonometrică a lui z. | C) se obține conceptul de şir de numere reale (respectiv complexe). Trebuie 


eito | E : A făcută distincţia dintre şirul (a,),>o şi mulţimea (a, |n20) a termenilor 
i. minte sat d ăia îi e: gat ob şirului; şiruri distincte pot avea aceeaşi mulţime a termenilor. 
1ii=/2 cos +isin |, -3=3(cosr +isinn) şi -5i = 5jcos-— + tsin- |. E Și 
7 FI ` t 2 2 Comentariu. Intuitiv, un volum variabil V în spaţiu tinde către 0 dacă pentru orice 
| , cub de latură e, e >0, V "devine" mai mic decît volumul cubului, începînd de la un 
Pe mulţimea C nu se poate defini o relaţie de ordine compatibilă cu operaţiile anumit "moment „Aceasta sugerează următoarea definiție esenţială, în care 
momentul" este reprezentat prin rangul N(e). 
algebrice (deoarece în caz contrar ar rezulta că Vz e C,z220; în particular , 
pentru z = 1 şi z =i, ar rezulta simultan că 120 şi —1 20 ceea ce este 
absurd). De aceea nu se consideră inegalităţi între numere complexe şi în 
particular, nu se definesc şiruri monotone de numere complexe. 
Pentru orice 


Din liceu ştim că un şir (a,), zg de numere reale este convergent dacă există 


un număr real a e R astfel încît d(a,,a)= |a, -a | "tinde către zero" cînd n 


z236 C=R2; z= (090, 22 = (992) „creşte indefinit, adică Ve > 0, J N(e) natural astfel încît Vn > N(e), |a, -a|<e. 


distanța euclidiană dintre ele este ` i Se mai scrie în acest caz că'lima,=a saua,—a. + 
„a. 


dera) = ra -2 + a o] €. | 


; | Natura unui şir şi limita lui îi d ă i i 
Ric Meat tava ta n d a so iat ăla aolas A isa | à Şir ş lui în caz de convergenţă nu sunt modificate prin 
2 — 27 = (ta — XpY2 -YP (21322) = | z2 =21 |; fa: modificarea unui număr finit de termeni ai șirului. p 


euclidiană dintre două numere complexe este tocmai modulul diferenței lor. j 
-Se verifică imediat următoarele proprietăți: | EXEMPLUL 1. 


D, Pentru orice 21,22€ C, d(z,,22)20, şi d21,22) = 0 © 22; lim 1-=o0, lim 35”=0 şi lim h Ly- lim ( pal pei e ară r) 
Dena aan o n) ao T a MASO 
D, Vzuszae € , d(za,22) = dl22,21); i zi , m no n X 1! 2 n! 
! numărul lui.L. EULER (1707 — 1783), se ştie că e ~ 2,71828... şiecR|1Q. 


D; VzuzazzeC, d(z,23) < dl21,22) + d(22,23). g i ú 


i i j EXEMPLUL 2. a, >08&|a,|> 0; a, >a > la„|-Aa |, dar nu şi reciproc. 
Pe scurt; aceste proprietăţi sunt numite pozitivitate, simetrie şi inegalitatea ; 
triunghiului. 


; EXEMPLUL 3. Orice subşir al i şir s = ă 
Dacăzg € Cşir > 0, mulţimea B(zy,r) = {z € C||z -zo| <r} se numeşte discul air alunul gir $= dn) xo Sovergnt către pane Resté 


. convergent către a [reamintim că dacă se consideră i i à 
Ă A x : : g eră 
deschis centrat în zọ de rază r; mulțimea (ze C||z -zo| r! este discul un şir strict crescător de 


numere naturale ko <k,<ko<..<k unci şi 
Fă DM a b F. E M 0 1 Loe <..., atunci şirul (a se n: 
închis, iar {z e C| |z -Zo | =7} este circumferința de centru Zo şi rază r. ' p a z (arazo se MIRCEA 


subşir al lui s; pentru orice n avem evident n < k„ De exemplu, (2,30 şi 


3, Şi ruri de numere re ale i i (a2, „110 sunt subşiruri ale lui s, zise subşirurile termenilor de rang par şi 
i î š 


| 4 respectiv impar]. 
| Fie E o mulţime oarecare. Dacă I este o mulţime, ale cărei elemente se numesc R al dai deea 
indici, prin familie de elemente din E indexată după I se înţelege o funcţie } eamintim cîteva proprietăţi cunoscute din liceu: 


TAA 
T aS 
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Dacă a, > a şi a, > b, atunci a = b (unicitatea limitei unui şir convergent). 


Dacă a, — a şi b, > b, atunci antb >a +b, -0> -a,@„'bn > ab şi dacă 


b + 0, atunci a/b, > a/b.. 


Dacă a, a, b, > b şi a, < b, pentru orice n 2 N, cu N natural fixat, atunci 
a < b (păstrarea inegalităților prin trecere le limită). 5 
Dacă a, £ x, < b, pentru orice n > Nşia, >a şib, > a, atunci x, > a ("lema 
cleştelui"). 

Reamintim că un şir (da)>ọ de numere reale se numeşte mărginit dacă 


mulţimea termenilor (a, |n eN} este mărginită în R, adică este conținută 
într-un interval compact, sau echivalent 3 M > Oastfel încît Y n e N, jan | <M. 


Se arată uşor că orice şir convergent este mărginit. De asemenea, orice şir(a,)n 20 
mărginit şi monoton crescător (respectiv descrescător) în R este 


convergent către sup a, (respectiv către infa, ). 
Se spune că un şir (&„)n20 de numere reale are limita +% (respectiv —eo) dacă 


V e >0, 3 Ni(e) natural astfel încît Y n > Nic), a, > e (respectiv a, < —e). 
Dacă a, <b, pentru orice n > N (N natural fixat) şi dacă a, —> œ, atunci 
b„ > %, iar dacă b, > -%, atunci a, > =. 


TEOREMA L. 1. ("lema intervalelor închise incluse”). Fie În = ap bah n 20 
un şir descendent de intervale închise, IDD.. Atunci mulțimea 


I= ( La este nevidă. Dacă în plus lim (b, - 4) = 0, atunci mulţimea 7 este 
n=0 neo 
formată dintr-un singur punct. 


DEMONSTRAȚIE. Fie A = (a, |n 20) şi B= (bn |n20). Atunci mulțimea A este 


majorată (de bo); fie & = sup A. În mod similar, mulţimea B este minorată; fie 
n=infB (se arată uşor că orice mulţime nevidă mărginită inferior are 


margine inferioară). Deoarece an Sbm pentru orice m,n e N, & < n; totodată 


avem a, st < < b, pentru orice n > 0 deci [En ]e Ni i 


n2 


`S oy à : 
LA aj ee ap n o ba ee bi by 
Fig. I. 1. 
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Dacă în plus lim(b, -a,) 
n= 


=0, din inegalitățile 0 sm - & sd, - a,, rezultă 


& = şi ca atare, ele =). 


OBSERVAŢIE. Condiţia de închidere a intervalelor este esenţială; de exemplu 


1 $ 
pentru 1, = 0.2] n > 1, intersecţia N 1, este vidă. 


n>l 


COROLAR (lema lui E. CESARG, 1859- E EETA 
subşir octet i 1906). Orice şir mărginit în R are un 


DEMONSTRAȚIE. Fie (x„) >o un şir mărginit în R şi a < b astfel încît a < x, <b 
pentru orice n e N şi c mijlocul intervalului [a,b]. Di i ; 

i „b]. Dintre intervalele (a, i 
[c,b] alegem unul cu proprietatea de a conţine o infinitate de termeni ai ina 


şi îl notăm J; = [a,b]. 


Deci: mulţimea (ne N |x, e la,,b;}} este infinită; b; - a = b-a 


Fie c} mijlocul intervalului [a,b]. Di interv. m 
șI a bl. Dintre intervalele [a.,c.] şi [e.,b 
I, = laz,b] care conţine o infinitate de termeni ai srala e ea si ; 
nn i ~ 


mulțimea {n €N |x, € laz,ba]) este infinită; b - ap = bd 
22 


Se construieşte prin inducție un şir de intervale închise 


I 3515125 5145 i I= [apb] 


astfel încît mulţimea (neN|x,ela,,bj]) este infinită; b,-a,= b-a 


V k e N. Conform teoremei I. 1 rezultă f) 1, =(8) unde 1, = [a,b] 
k20 Ba 


Din modul în care au fost construite interv: 


numere naturale alele hr putem găsi un şir de 


Ro <Ma <a Sh <a Şi Xn EI (YkeN). 


Deducem din x, „El, (VkeN) 
b-a 
ok 


EIE (V k e N) deci x, E. 
ză k 


Definit; , 
. Definiţia I. 3. O mulţime E se numeşte numărabilă dacă există o aplicaţie 


bijectivă F:N>E. î t x nX 
termenilor tmut gir, n acest caz, rezultă că E = (fin) | n 2 0} este mulțimea 


! 
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EXEMPLE. 
1) Orise submulțime A cN este finită sau numărabilă; într-adevăr, dacă A 
nu este finită, atunci se poate considera următoarea funcţie bijeciivă: 


` f: N > A, unde f0) = min, Al) = mina \ A0)), A2)= minlA \ (AO)AL) etc. 
2) Mulțimea Z este numărabilă, deoarece aplicaţia 


1 
Ln, n par 
3 P 


f:N>Z, An)= . E 
` - n +1), n impar 

este bijectivă. 

3) Reuniunea EUF a două mulţimi numărabile E, F este numărabilă, 
deoarece elementele ei sunt termenii unui şir, obţinut alternînd elementele lui 
E şi F dispuse în şir. A 

4) Fie f : X > Y o aplicaţie. Dacă f este injectivă şi Y numărabilă, atunci X 
„este finită sau numărabilă, iar dacă f este surjectivă şi X este numărabilă, 
atunci Y este finită sau numărabilă (prima afirmație este imediată iar în 
cazul secund, se construiește aplicația injectivă Y > X care asociază oricărui 
y e Y un element ales şi fixat în FI) ). 


Aplicînd acest fapt pentru aplicaţia injectivă f: Nx N> N, fm,n) = 23", 
rezultă că mulțimea Nx N este numărabilă. Atunci produsul cartezian a 
oricăror două mulțimi numărabile este o mulţime numărabilă şi folosind 


aplicaţia surjectivă f: Ax N' > Q, p.q) = pla, rezultă că mulţimea Q este 


numărabilă, ! 


TEOREMA I. 2. Mulțimea R nu este numărabilă. 


DEMONSTRAŢIE. Este suficient să arătăm că intervalul [0,1] nu este o mulţime 
numărabilă. Pentru a demonstra aceasta, procedăm prin reducere la absurd 
şi presupunem că ar exista o aplicaţie bijectivă f : N > [0,1], n > x: Împărțim 
intervalul Ig = [0,1] în trei părți egale. Cel puțin unul din cele trei intervale 


nu va conţine x şi fie J4 = [ab] un astfel de interval [o -4 = 3). Împărțim 


I, în trei părți egale şi notăm cu I, = [ag;bz] unul din cele care nu conţine x, 
etc. Se va obţine astfel un şir descendent 19 > Å 2 h D ~- D 1a 2 -o de intervale 


n21 şi 


închise incluse, astfel încît x,-a€£ la,b„l=1 pentru orice 


ad 
bn Gr 


Conform teoremei I.1, rezultă că () 1, = (5). 
n20 ’ 
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Deoarece £ e [0,1] şi f este surjectivă, există n e N astfel încât x = E. Da 
n SS T 


Ee Iziar x, € In, şi se aj 
dng m n+1 ŞI se ajunge la o contradicție. 
Orice interval (a,b) sau [a,b] cu a < b èste nenumărabil 


COROLAR 1. Mulțimea R | Q nu este numărabilă. 


DEMONSTRAȚIE. În caz contrar, R ar fi reuniunea a două mul: 


deci numărabilă. ii dal i 


COROLAR 2. J rice număr real o este limita unui şir de numere raționale şı 


DEMONSTRAȚIE. În orice interval fo -10+ 


1 EER 
= z) cun- 1 natural, alegem x, € Q 


Si Y, e R \ Q. Atunci x, > & şi y, > o, conform leimei cleştelui. 


Definiti ; 
tie ar I. 4. nu şir de numere reale (a,),=p se numeşte fundamental sau 
, şir Cauchy (după numele matematicianului francez A. CAUCHY. 


1789-1857) dacă d(a,„a,) — 0 

i t æ, adică 

astfel încît Y m,n > EA | PA Ag SA Papica Ye 2.0, 4 Nenatura] 
i, 3 A 


Comentari . Dacă m = iți vi m 

aaa H nt de i această e ezita este evident satisfăcută; dacă de exemplu 
=m n, i E i iti 

ci abia ; rezultă p 2 1 şi m =n + p, iar condiţia anterioară se 


Vez > 0 3 N(e) natural astfel încît Y n > N(e) şi Y p21 |a a, |< 
oer: nip T On SE 


t 

Condiția ca un şir să fie fundamental este intrinsecă nedepinzînd de un element 
ăi 

exterior cum este limita şirului Totuşi are loc următorul rezult: 


de ani în urmă de PLATON (428-347 î. C.). SA a PERA 2009 


TE piei 
OREMA I. 3. (criteriul general al lui Cauchy pentru şiruri în R). Un 


K mn =0 

EA ` ă el 
Şir (a de numere reale este convergent dacă şi numai dacă el este 
fundamental. 


DE ăa,— i 
MONSTRAȚIE. Dacă a, > a, atunci 0<|a,-a,|<la,-a |+|a,-a| deci 
m n” 1 


lim |an- = 0 şi şi ă 
Pal m 4 | =0 şi şirul rezultă fundamental. Reciproc, dacă (a), este 


i fund i ărgini 
amental, atunci el este mărginit; într-adevăr, pentru e = 1 există N natural 


-astfel încât > 
cît Vn =, |a, -ayl| < 1; ca atare, a, (ay - lay + 1) pentru orice 


nN şi toti EENE 
şi toți termenii șirului (a„) >o vor fi cuprinşi într-un acelaşi interval 


24 
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mărginit care include intervalul (ay ~ 1,@y + 1). Conform lemei lui Cesar6, şirul 


(a,)„=0 Va avea un subşir convergent a, > a. Teorema se încheie dacă vom 
nina | A i 
demonstra că a, > 4. Pentru aceasta, fie Y e > 0 fixat. Alegem N, astfel încât 
Ymn2 Nil Cm n |< 3 şi N, astfel încît Y n 2 No lar, 7a] <5 Atunci luînd 


N = max (N Na) şi. n2 N, rezultă k 2n 2 N şi ca atare, 


e „2 e 
|an- ar, | <$ deci jan-a|S|an- ar, |+ lar, -al<z* =e adică 


; 2) 
- adi 2 
jar -al<z: 


04. 


EXEMPLU. Şirul 
a sinl , sin2 , n+ 


3 7 a -2 


este un şir fundamental deoarece 


_, sin(n +1) sin(n +p) | < 
lanso taln RN (n +p? i 
y 
j 1 1 1 1 
1 L oant puka i RT <= 
sp p nan aep Dapa e E | 


pentru orice p 2 1. Conform teoremei I. 3, rezultă că şirul este convergent; nu 
este simplu de calculat limita lui. ar 


4. Limite inferioare şi superioare de şiruri în R 


Fie (x„)n20 Un şir oarecare în R-RU -+t 


Definim Œo = inf (ostas: i a, = inf (4 >%2, mjo ees p= infan; i 
i 

= al 

Bo = sup (20323525 |» B1 > sup (pa -= } = Ba sup Xa | 


Atunci evident s ! 
SBS. B2 B1 Bo- 


ia 
i 
Definiţia I. 5. Se numeşte limita inferioară a șirului (£,)nz0 elementul § 


d 


4. Limite inferioare şi superioare de şiruri în È 25 


a= lima,eR, notat o = lim x,; limita superioară a şirului (xp) >o este 


nos 


B = limf, e, notat B =Iimx, (în R orice şir monoton are limită !). f 


n= o 


Evident, a = SUPOJ, B = inf By, deoarece şirul (0,)>p este monoton crescător 


iar (Bu)yzo monoton descrescător. În plus, œ < fi deci lim x, $ Ta xp. Dacă 
A 3 

(4,220 este un şir mărginit în R, atunci o, e R. 

Reţinem că limita inferioară (superioară) există pentru orice şir în R sau E. 


EXEMPLU. Fie x, = (-1)°, n 20. Atunci o, = —1 şi B, = 1 pentru orice k, deci 


lim x, = -~-1 şi Ema, > 1. 

TEOREMA I. 4. Fie (x„)n >o un şir în E şi a,beR. 

i) a = limx, dacă şi numai dacă V u < a mulţimea în eN|x,<u! este finită 
şi Yv >a, mulţimea (neN|x,<v! este infinită. 

ii) b =Timx, dacă şi numai dacă V u <b, (neN|z,>u) este infinită şi 


Vv>b, IneN|z, >v? este finită. 


DEMONSTRAȚIE. Fie a=limx, deci a=o= SUP Op. Dacă a= -o atunci 
V k, ay, = =œ şi pentru orice v > a, mulțimea (neN|x,<v! rezultă infinită. 
Presupunem a finit. Atunci V u <a, există kọ astfel încît u <a, <a deci pentru 
n > ko, X 20, >u adică [neN|x,<u) este finită. Iar dacă v >a, atunci 


evident {n eN |x,„<v} este infinită. 


Presupunem că invers, a satisface condițiile din enunț şi fie a=lims,. 


Arătăm mai întîi că a < a. Cazul a = —æ este evident. Dacă -œ <a şiu<a, 
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atunci conform ipotezei există kg astfel încît x, > u pentru n 2 ko deci, Zu 


şi cum şirul (4) este crescător, rezultă u < a. Deci pentru orice u < a, avem 
u <a şi ca atare, a<o. Folosind cea de-a doua condiție rezultă a < a deci 
a=a. 

În mod similar se tratează cazul limitei superioare. 

Înainte de a deduce o consecinţă importantă, introducem o noţiune folosită 


doar în acest paragraf: un element £ eR se numeşte punct limită pentru 


şirul (1), >o din R dacă există un subşir x}, > & (în R). 


COROLAR. Fie (x,)„>0 un şir în R. 
i) lim x, şi m, sunt puncte limită pentru şirul («,) şi în plus, pentru orice 
alt punct limită E avem lim, < <Tmx,; 


ii) Şirul (x„) are limita x în R dacă şi numai dacă lim x, = Tim, =x. 


DEMONSTRAȚIE. 

i) Presupunem că a =limx, este finit. În intervalul (a-1,a+1) alegem un 
d l 1) al x, cu ka> ky, ete xy eja -La +1); 

termen 4, în a -50 ta) alegem xy, ko > ky, kn SOT 

atunci x, — a. Similar se tratează celelalte cazuri. 


i) Dacă x, — x, atunci orice subşir tinde către x deci toate punctele limită 


coincid cu x în particular, lim x, = im x, =x; etc. 


5. Şiruri de numere complexe 


Definiţia I. 6. Un şir (z,)=o de numere complexe se numeşte convergent în 


C dacă există z e C astfel încât d(zp2) —> 0, adică Ve >0 3 Nic) natural 
astfel încît Y n > N(s), |z, -z| < e. i 


Se scrie atunci limz, =z sauz, > Z. 
n= 
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Dacă există, limita unui şir convergent este unică. Este evident că orice şir 


convergent în C are toţi termenii conţinuţi într-un disc; se mai spune că şirul 
este mărginit. 


`, 


TEOREMA L. 5. Fie z, =a, +ib „ n20 un şir de numere complexe şi 
z =a + ib. Avem 2, > 2 în € dacă şi numai dacă a, > a și b, > b (în R ). 


DEMONSTRAȚIE. Au loc inegalitățile 


0<ja,-a|Slzn-z], 0slba-dislz-zt; 
dacă z, = z, atunci aplicînd lema cleştelui rezultă a, > a şi 6, > b. 
Reciproca rezultă felosind inegalitatea 


|z-z]slaz-al+lb-bl. 


Reţinem deci că lim (a, +ib,) = lima, +i lim b,- 

n= n— ea no 
Dacăz, > z,w, > w (în C), atunci z, + W, >Z + wW,2,W > ZW şipentruw z 0, 
Z,/W, > z/w; pentru demonstrație se poate proceda ca în cazul şirurilor de 
numere reale, sau se aplică teorema 1.5. 


COROLAR (criteriul general Cauchy în C). Un şir (2,)„>o este convergent 


în C dacă şi numai dacă este fundamental (adică Y s >0 2 N(2) natural 
astfel încît Y m,n > Ne), | Zm ~ Zp | < 2). 


DEMONSTRAȚIE. Fie z, = a, + ib„ Şirul (z„) este convergent în C & şirurile (a,), 
(0,) sunt convergente în R e (a,), (b,) sunt fundamentale în R & (z) este 
fundamental în C; ultima echivalență rezultă din inegalităţile evidente: 


[am-an | S|2m 2n |>| bm ba |S | Zm 2n |>| Zm- Zn Slam -an | * | bm bal: 


Am văzut că mulţimea R poate fi inclusă în mulțimi "mai mari". Incluziunea 
RC C se realizează prin conservarea structurii de corp comutativ (cu 
extinderea operaţiilor algebrice), dar cu pierderea structurii de ordine. 


Incluziunea R cR se realizează prin păstrarea ordinii, dar se pierde structura 
algebrică (adunarea și înmulţirea nu mai sunt peste tot definite în R; de 
exemplu, nu se definesc se-+(—00), ce - 0, ee/ee etc.). Remarcăm că în R orice şir 
este mărginit, orice şir monoton are limită şi orice submulțime nevidă A cR 
are margine superioară şi margine inferioară. 

Conientariu. În matematică şi în filozofie conceptul de infinit apare în două ipostaze - 
infinitul actual şi infinitul potenţial. În matematică infinitul actual revine la a 


considera elementele +, — ca elemente neprivilegiate în mulţimea R. Infinitul 
potenţial este definit numai cu ajutorul numerelor reale finite: +œ apare ca asociat 
oricărui şir (,) din R cu proprietatea că Vs >0 3 N(e) astfel încît Y n > N(z), 


ă, >g, iar -œ este asociat oricărui şir (y,) din R pentru care Ve >0 3N) 
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Y n > Ne), y, <—e. Formula «e + se = e reflectă faptul că dacă Fn >o, Ya Da 
atunci 4 +Y, > %; similar —s0 + a = —%, a € R înseamnă că dacă E > —, Iu a să 
atunci x, + yY, > =. Faptul că 0 - nu capătă sens precis elita din aa că dac: 
X, > e, Yp > O, atunci nu se poate afirma nimic despre produsul x, Y, etc. 


În mulţimea C nu există "la stînga" şi "la dreapta" ca în cazul lui R (unde de 
exemplu -3 este la stînga lui 2). De aceea se adugă la C un singur punct la 


infinit, notat œ şi se consideră C= CUla). Se spune că un şir (£,) de numere 


complexe tinde către = dacă |z, |+% în R; prin cânvenţie, Y z € C, 


co + z = œ (în sensul că dacă z, > œ, atunci Z, +Z —> co); apoi coz = z = o% 
pentru orice z e C, z7 0. De asemenea o% = e, c/0 = œ şi z/0 = « pentru 


z + 0, zl = 0 pentru orice z e C. Nu se definesc co + ee, se — ee, œQ, co/e în C. 


EXEMPLUL 1. lim 


n=% 


EXEMPLUL 2. Şirul (-2) nu are limită în R dar tinde către œ în C. 


EXEMPLUL 3. Fie z,=a" cu ae fixat. Dacă la|>1, atunci 
lz ļ=ļa|?—>% deci z, — e; 'dacă la|<1, atunci z,—0 iar dacă 
| a] = 1, az 1, atunci şirul (2,) nu are limită; în fine pentru a = 1,2, > 1. 


6. Funcţii reale şi funcţii complexe 


Se numeşte funcţie reală orice funcţie f: X > R, cu valori reale. Imaginea ei 
FO) =f) | xe X se mai numeşte domeniul strict de valori al lui f. i 


Marginea superioară şi respectiv inferioară ale lui f sunt: 


sup f = sup AX). şi inf f = inf AX), 
calculate în R; acestea se mai numesc extremele giobale ale lui f pe 
mulțimea X. 


Cele mai simple funcții reale sunt funcţiile polinomiale P : R > R, 


Plx) =agx” +a l+.. +a- Etan (Qin E Rao 0). 


Calculul valorii P(x) pentru orice x fixat revine la efectuarea unui număr finit i 
de adunări şi înmulţiri. Mulțimea Z(P) a zerourilor (sau rădăcinilor) lui Peste ş 
finită, avînd cel mult n elemente în R sau C. Pentru n = 1,2 există formule Ș 


bDacă PQcY, FPang, 
FCP) = CAUP) (FUP) = a e X; fa) e P)). 
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explicite de determinare a mulţimii Z(P). Pentru n = 3 şi n = 4 există de 
asemenea formule _ceva mai complicate şi fără utilitate, datorate 
matematicienilor italieni CARDANO şi FERRARI, iar pentru n > 5, matema- 


ticianul norvegian ABEL a demonstrat că nu există în general formule de 
exprimare a rădăcinilor cu ajutorul coeficienţilor. 


Funcţia raţională P/Q (cu P,Q polinoame) este o funcţie reală definită pe 
R \ Q). 


Pentru a e R se defineşte funcția putere de exponent a, f: (0,) — R, 
fx) = x%; în cazul a e N, domeniul de definiţie devine întreg R. Pentru o z 0 
restricția f : (0,2) z (0,9), x = x% este bijectivă şi f Hx) = x. 


Dacă a > 0, a +1, se defineşte funcția exponențială în baza a, anume 
g : R > R, g(x) = a“, cu proprietățile binecunoscute; în acest caz, g : R — (0) . 
este bijectivă şi g71(x) = log,x. Un caz important este 


Relaţia In x = log = m înseamnă x > 0 şi e” = x, O formulă importantă este 
următoarea: 


a = e“lhx pentru orice x > 0 şi orice o e R. 


Este interesant că EULER -a ajuns la definirea numărului e, care îi poartă 
numele, pornind de la problema determinării funcţiilor reale derivabile 
f: R > R cu proprietatea că V x e R, fx) = fx) şi f(0) = k (k e R fixat). Acum 
ştim că există o singură funcţie cu această proprietate, anume Ax) = ke”. 

Funcţiile considerate anterior sunt cazuri particulare de funcţii reale 
elementare asupra cărora vom reveni cu o discuţie mai amplă după studiul 
seriilor de puteri. O extindere importantă o reprezintă funcţiile complexe 
elementare - polinoame cu coeficienţi complecși, funcţii raţionale, e, sin z etc. 


O funcţie f: A —> C ( A c C) se numeşte funcţie complexă de variabilă 
complexă. Graficul unei astfel de funcții Gy=((z,fiz))|zeA) este o 
submulțime a lui C x C = R* (în timp ce graficul unei funcţii reale de variabilă 
reală este o submulțime a lui R°). Funcţiile complexe vor fi studiate ulterior; 
menţionăm doar că nedefinindu-se inegalităţi între numere complexe, nu se 
definesc nici extreme nici: monotonie în cazul funcţiilor complexe. Pentru 
f:X > C, nu se definesc sup fx), inf fx); au însă sens sup] Ax) Îi înt | fa) | : 


7. 10 exerciții 

1. Fie f : X — Y o aplicație. 

a) Dacă A,B c X, să se arate că AA U B) = f(A) u AB); 

FIPLO=FIPIUFHE) şi 
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2. Fie M o mulţime şi f: M >M o aplicaţie. Să se arate că dacă fof = 1m atunci f 


“este bijectivă. 


3. Să se arate că aplicaţia f : N x N > N 
_(m+nn+n+ 1) 
Am,n) pp 


+m 


este bijectivă. 
4. Fie M o mulțime şi (P,), > o un şir de submulțimi ale lui M. 
Se notează limP, = U N Pa ImP,= f U Pr 


m20nzm mz0nzm 
a) Să se arate că A 
limP, = {x € E |x aparţine la toţi P, începînd de la un rang) 
şi că i K 
TiinP, = lx e E | x aparține la o infinitate de mulțimi P,)- 


b) Şirul (P,), > o se zice convergent dacă limP, =1mP,. Să se arate că dacă (P,) este : 


un şir ascendent (adică Vn > 0, P, c P,,) sau descendent (V n 2 0, P, > PD! 
atunci el este convergent. 


5. Fie (x,)uzo un şir de numere reale.-Dacă subşirurile (3), (424+) au aceeaşi limită | 


1 
le R, să se arate că x„ > L | 


n 


LNT inn in d i nu ! 

6. Să se arate că şirurile | S , nsin} ) sunt convergente, dar (sinn) 1 nu | 
n hzi |. hzl | 

are limită. | 


7. Pentru orice două şiruri în R , x = @,)p 20 Y = Onn 20 Se defineşte convoluţia lor ; 
i n 

z=x%*y, ca fiind şirul z = (2, >o unde z, = DD XpYn-p- Pentru orice k e N se notează | 

p-0 H 

| 

cu 5, şirul cu toţi termenii nuli, exceptînd termenul de rang k, egal cul. > | 

a) Să se arate că pentru orice şir x, x *0p=Bprx=ă; calculați x * 57. 


b) Să se dea exemplu de şiruri mărginite x,y astfel încât x+y să nu fie mărginit. | 


8. Să se calculeze lim, „Ti, pentru 


-1)*2n. 
a) sas CP k 
b) x, = (2; 
gaa CDr LAED" mal 

n 2 


9. Să se calculeze: 
32 

a) lim LR, 

n>% pn + 402 
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A g: 
b) lim ——; 
ne n 


Q+. 


; 


c) lim 
nos n 


d) lim (|+a+a2+..+a%,aec. 
ne, - 


10. a) Să se determine extremele globale ale funcţiilor f:R— R, Ax) =x? - 2x; 


2 
g:R—R, g(x)= 2x 
- zel 


- arctgx. 


b) Să se calculeze m = inf |z2+1| şi M= sup |z?+1|. 
|zi<1 |z]si 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 
1. Se probează prin dublă incluziune. 


2. Dacă Ax) = fi) şi aplicăm f, rezultă Mx) =O) adică FAx) = FAY) deci 
1) = 1y), adică x = y. Aşadar f este injectivă etc. 


3. Avem f(0,0) = 0; A0,1) = 1; A1,0) = 2; etc. Deci lui (0,0), f îi asociază numărul de 
ordine 0, punctelor cu coordonate naturale de pe dreapta x + y = 1 le asociază 1,2 ete. 
Pe fiecare dreaptă x +y=a cu ae N se află a + 1 puncte cu ambele coordonate 
numere naturale, anume (2,0), (a-1,1), ..., (0,0). Aplicația f asociază fiecărui astfel de 
punct un număr natural reprezentind un anumit număr de ordine. Punctul z 
(m,n) e NxN se află pe dreapta x +y =m + n; punctele numerotate anterior sunt 
situate pe dreptele x + y = 0, x +y = l, x +y =m +n — 1 şi vor fi în număr de 
12s aqm rm) men), 

Pe dreapta x + y = m + n anterior numerotate se află punctele cu abscisele O, 1, ...n - 1 
(în număr de m). Deci punctul (m,n) va avea numărul de ordine 

(m+n)m +n +1) 

2 

Faptul că aplicația f este bijectivă devine acum evident. 


+m =fim,n). 


4. a) Se probează prin dublă incluziune. 


b) Dacă (P,) este ascendent, atunci lim P, = im P, = U Ph 
1 n20 
şi în cazul descendent, f) P,. 

n20 


5. Se aplică definiția limitei. 
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HT ANEXĂ LA LECȚIA I 
6. Avem lim Sinn — Jim I sinn =0 căci 1 — 0, iar şirul (sin n) este mărginit; 
; n n 
| . nos N nosh K : o l 
| i si i i umerele reale şi măsurarea mărimilor 
NU i li in = li int / a = 1. Dacă sinn — 1 atunci sin(n + 2) - sinn => 0 deci 


osinicos(n + 1) — 0 deci cosn — 0. Rezultă sin2n — 0 deci Z = 0. În fond 


2 Un grup abelian (G,+,0) se numeşte arhimedian (ARHIMEDE, 287 - 212 î.Cr.) dacă pe 
limsinn = limcosn = 0 contradicţie cu sin?n + cosîn = 1. 


mulţimea G este definită o relaţie de ordine totală < astfel încât 
Lasp = VyeG,o+ysBrylşi 
n 
Ji 


Dar (64), =, = 0 pentru k +n - p (va,B eG, o > 0, există n > 1 natural astfel încît na > $ ). 
7. a) 5, este şirul (za = o unde z, = E hh- ka -p Elementele lui G se numesc mărimi abstracte. 
IA pro ` i Evident, R este un grup arhimedian. Mulțimea temperaturilor formează de 
TNI şi ca atare s asemenea un grup arhimedian (pentru că ştim să definim 0, 7, + Ta, 7, < T; şi dacă 
II U > 0 este o temperatură fixată, atunci pentru orice temperatură T există n > 1 întreg 
IM n- dacă nzk A * astfel încât nU 2T). În mod similar, mulțimile presiunilor, lungimilor, maselor, 
MN Zn > 0 dacă n<k „ volumelor, vitezelor (imaginînd presiuni, lungimi ete. negative), se pot organiza ca 
JI Ji g ; | grupuri arhimediene. Mărimile fizice, chimice, indicatorii economici etc. pot fi astfel 
! II b) Fie x şirul constant x = (4, 20 unde x, = |; i modelate matematic prin grupuri arhimediene, deci prin mulţimi de elemente care pot 
LHE n 
JI în acest caz, xx = (2, unde zu > ȘI Xpčn-p =n + 1. 
Mi 


fi adunate, se pot compara şi se pot măsura (relativ la o unitate de măsură fixată), 


zy curespectarea intuiției şi a logicii. Teorema următoare sintetizează experiența noastră 
f p-=0 | în asocierea de numere reale celor mai variate tipuri de mărimi şi poate fi atribuită 
! i lui EUCLID (sec. II î. Cr.), care a intuit-o pentru mărimile geometrice. 
i 
8. a) -2,2 a | 
| > b) —cayee ! TEOREMA. Fie G un grup arhimedian-şi un element fixat U e G, U > 0 ("unitatea de 
iili c) 0,1 ; | măsură"). Atunci există şi este unică o aplicație injectivă my : G -> R astfel încît: 
ji | i | r My0) = 0 şi mU) = 1; 
nae a i 2 vo, e G, mea + B) = myl) + Myb) şi Y n e Z, myno) = nma); 
i 9. a) F 
UNDIN 


| 3 my este strict crescătoare (a < B = mada) < my(B)). 
: ` i sinit î tunci x,y, > 0. | 
este un şir mărginit în R sau C, a Yn f | 
| b) În general, dacă x, — 0 şi On z0 Numărul m(0) se mai numeşte măsura mărimii a, relativ la unitatea de măsură 
Luînd x, = şi y„ = i, se vede că x, > 0 şi Dal =1. U. Dacă Ve G, V > 0 este o altă unitate de măsură, atunci din teorema anterioară 
n mya) 


air 1 (p: : |... rezultă că raportul este independent de o, anume egal cu my(V). 
l+i c T _3 oa i li = oo, mia 
c) | - |= = 22 — ce deci mm, E 7 


Se poate dezvolta un "dicționar fizico-matematic", indicînd resursa de bază a 
; -a"*1 jacă imita este »i modelării matematice a diverselor porțiuni ale realității. 
| d) Avem raras tats LE pentru a + 1. Dacă |a| < 1, limi Ta. porţi ității 
| 


| Acest dicţionar poate fi precizat, extins şi recomandăm cititorului să urmărească | 
dacă |a| > 1, limita este «e. Dacă la| =1, a+1 limita nu există şi în fine, | acest lucru în legătură cu diversele noţiuni pe care le va întilni în continuare. 
iar dacă |a| >, . 3 | 

pentru a =], limita va fi «e. 


4x -x2- 1 
GI 


5 j i gi) = se anulează în 2 + /3; | 
| 10. a) inf fæ) = A1) = -1; sup fx) = +. Apoi g'(x) , 


| Model fizic 


- Model matematic 


supg(x) = max(g(2 + V3), 2+ P etc. mărime 


b) Avem jz? + 1| 2 0 (V)z (Iz] £ D şi jz? + 1] = O pentru z= i, deci m = 0. Analo 


2 2 > pereche de mărimi 
+ + ntru |z 1 + = 2 pentru z = 1 deci M = 2. 
jz iļ < {z| 1 < 2 pentr lz| < şi |z i| pen! di 


: număr real 


pereche de numere reale 
sau număr complex 
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| . = | 
E Model fizic Model matematic `  LECŢIA A II-A 
| ll mărime variabilă depinzînd funcţie reală de o variabilă reală 


"ia variație pentru valorile mărimilor x şi y 
“Îi 


tal $ de dltă mărime, y = f=) f: A > B, precizând şi domeniile de SERII NUMERICE 


| mărime variabilă depinzînd de n funcţie reală de n pd ag 
j z caci 

mărimi, y = Aacgyee-rta) f:A> B; ACR", 

jh H 


mărime care variază continuu, funcţie reală continuă 
“TI fără salturi | p 
| L i - 
f iați i mărimi derivata f/(9); 
Ii viteza de variaţie a unei mănmi xi. a aes 
| | E = fl), începînd de la valoarea xg în ipoteza că aceasta există A | 
dr loge fizică ecúatis elt: _| | INTRODUCERE 
Ii aS 


Există cazuri cînd unui şir infinit (a,)„>p de numere reale sau complexe i se 


1 
i poate atribui o sumă bine determinată, extinzînd astfel noțiunea de sumă 
| i | finită. Seriile au ridicat probleme serioase fondatorilor Analizei matematice — . 
h : : G&. W. LEIBNIZ (1646 - 1716), I. NEWTON (1643 - 1727) (şi altor matematicieni) 
| i şi numai după ce s-au definit riguros numerele reale şi complexe, ca şi 
E i noţiunea de convergență a şirurilor, s-a putut dezvolta o teorie coerentă a 
|, ; g 


i seriilor. În lipsa rigorii, sumele infinite de tipul 1-1+1-1+... au dat mari 


bătăi de cap; punînd paranteze aşa: (1 -1)+(1-1)+... suntem tentaţi să 


atribuim suma 0, dar scriind 1-(1-1)-(1-1)-... apare tentaţia să 


atribuim suma 1; apoi ţinînd cont că 
1 


lx+? -x3 +.. = pentru x e (-1,1), 
Teg A 


EEE Lady l 3 í n 
i pentru x — 1, apare o a treia ispită, anume suma pi În orice caz, "jocul cu 


infinitul" este plin de capcane, în lipsa conceptelor solide. În această lecţie, 
vom vedea că seria anterioară este divergentă şi că grupările de termeni nu 


Li 
č sunt totdeauna posibile şi vom demonstra cîteva rezultate fundamentale 
$ pentru cultura şi practica matematică. 


H 

pă 

B 
; 


1. Convergenţă, sumă 


Vom considera serii de numere complexe; cazul seriilor de numere reale va fi 
un caz particular. 
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Definiția IL. 1. Fie (U,ahnz0 UB şir de numere complexe şi 


Sp = Ug tut oi: tUn (n20), numit şirul sumelor parțiale asociat. Se 


no 


numeşte serie de termen general u,, perechea de şiruri (u,), (sm) 


reprezentată de simbolul to + a + Ug +.. + u,...; seria se mai notează D un 
n20 


Seria Ý) up, se numeşte convergentă (pe scurt C) dacă şirul (Sp)}z0 al 
n20 X 
sumelor parțiale este convergent (în C); în acest caz, numărul complex 


„s= lim s, se numeşte suma seriei şi este notat s = 5 Up: 


ne n=0 


Seriile care nu sunt convergente se numesc divergente (pe scurt D). Prin 
natura unei serii se înţelege proprietatea ei de a fi C sau D. 


Comentariu. În studiul seriilor, rolul principal îl au sumele parțiale şi de aceea se 
poate afirma că teoria seriilor este o "combinație" între studiul sumelor finite şi al 
limitelor de şiruri. Este eronată definirea seriilor ca "sume infinite”, deoarece în C sau 
în R au sens doar sume finite de numere. Seriile au proprietăţi diferite de cele ale 
sumelor finite; de exemplu, nu totdeauna avem comutativitate, asociativitate etc. 


Trebuie de asemenea să distingem între o serie convergentă È, ú, (care este un 
n20 


concept matematic nou, definit ca o pereche de şiruri cu anumite proprietăţi) şi suma 
acelei serii, care este un număr. 


Dacă se modifică un număr finit de termeni ai unei serii, atunci seria nou 
obţinută va avea aceeaşi natură ca seria inițială; însă în caz de convergență, 
această operație poate modifica suma seriei. 

În studiul unei serii numerice (adică de numere reale sau complexe), problema 
principală o constituie determinarea naturii ei şi în caz de convergenţă, se 
cere evaluarea exactă sau aproximativă a sumei seriei respective. 


EXEMPLUL 1. Seria 1-1+1-1r...,cu termenul general u, = (-1*, n20 este 
D, deoarece şirul sumelor parţiale este 1; 0, 1, 0,... şi acesta este divergent. De 


asemenea seria 1 +1+1+... este D, deoarece s, =n + 1o. 


EXEMPLUL 2. Seria geometrică de rație q (q € © este seria 


1. Convergenţă, sumă 
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E qh=1+q+q2+ gis. 


n20 


în acest caz, 


Ă l-g”+*1 
Sn legt. tgs A (pentru q1). 
l1-q Sg: 
Seria este C & |q|<1 şi în acest dz! are suma _L 
1-q 
În mod similar, seki c 
a Kq” (k# 
A 2 q” (20 constant) este C€ S |qj<1. 


EXEMPLUL 3. Dacă seriile 


Sun n 


n20 n20 


sunt C cu sumele s,¢, atunci seriile 


D uton E (Un = Vn), Y iu, (AEC constant) 


n20 n20 SSO 


sunt evident C, cu sumele s+t, s-t, Às respectiv 


MPLUL 4. Direct din definiție şi aplicînd teorema I. 5, rezultă că o serie 


DE Zn Zn =Xn tiYa 
n20 


de numere complexe este C « seriile de numere reale 


sunt C şi în plus, 


EXEMPLUL 5. Fi 
„Fie hk,<kp<...<h<... un şir strict crescător de numere 


naturale; dacă seri 
; seria J z, este C cu sum ` 
u: a ps 
Za în a s, atunci notînd 


W =Z] +t 
1521+. + Zg , Wg = 
kis W2 Ep a1 to Zh, Wa O Zp stu tZ ete 
n- n dd 
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seria DD w, este de asemenea C cu suma s, deoarece sumele parţiale 


n21 
n ! 
Y wp 5 Z1 Zg t Zp Zp 1 to Eha + tha ; 
k=1 
converg către s. Pentru serii D acest fapt nu are loc; astfel, seria 


l1-1l+l-l+.. 


diferă de seriile | 
(L-1)+ (1-1) +.. sau 1+ (1+1) +(-1+ Dr 
ceea ce arată că proprietățile sumelor finite nu se extind fără precauții la 


serii. 


TEOREMA II. 1. (criteriul necesar de convergenţă). Fie seria E un. 


n20 l 


a) Dacă seria este C, atunci lim u, = 0; 


noaoo 


b) Dacă limu, nu există, sau există dar este nenulă, atunci seria E u, este 


nao K ` 
0 în ă 


D: ! 


DEMONSTRAŢIE. a) Fie 
Sp = Uo + Ug tun” Spa t Un 


deci 
| 


Un SnSa-w pentru orice n 2 1. 


Conform ipotezei, există 
s = lims, (suma seriei) i 
ns | 

deci 
limu, = lim (sp -Sr-1) 787S =0. 


no n= 


b) Rezultă din a) prin reducere la absurd. 


Comentariu. Aşadar, pentru o serie C este necesar ca termenul ei general să tindă 
către zero. Reciproca este falsă, aşa cum arată exemplul seriei 


Y Yn+i -yn); 


n20 


în acest caz, 


limu, = lim i =0, 


ne noe n +1 +yn 


1. Convergență, sumă 
39 


dar seria este D, deoarece 


i s„=yn+l >o. 
n unele formule se utilizează şi produse infinite 


II zn; 


azi 
un astfel de produs se zice convergent, dacă şirul 


n 
CI Zinar 
ki 


are o limită finită: ia 
o limită finită; uneori prin logaritmare se trece la serii 


TEORE {eriteri 
MA II. 2 (criteriul general al lui Cauchy pentru serii). O serie 


numerică u 
2 „este © © Y e > 0 J Ne) natural astfel încît 


Yn i 
, > Ni(e) şi Vpz1, Uma Una *unap|<e. 


DEMONSTRAȚIE. Fie s, = Ug +u +... +u, deci 
n 


S -s = 
nep 7 Sn iai tUe tat (n20, p21). 


n+p 


a ; iie REREN 
oncluzia rezultă din următorul şir de echivalențe logice: seria £ u, este C 
n 


n20 
şirul (s,) este convergent © şirul (s) este fundamental 4> 


Ye>0 3 Ne) natural astfel încît V n > N(e), p > 1, |s Sa] < 
E eie n+p  Sn e. 


COROLAR. Seria armonică 
Le oi Lig Partial acu este D 
3 n i 


an 2 


DEMO E. Î i =— 
NSTRAȚIE. În caz contrar, seria ar rezulta C şi pentru € alegem N 
ca 
în teorema II.2. Luînd n = N şi p= N, rezultă f i 
, 


Uys +- tunsi 


deci 
£ 1 1 
Saipe sal 1.1: 
3 NI 2N 2N U 2N Z? 
` N termeni 


absurd. 


40 II. Serii numerice i 2. Serii de numere reale şi pozitive 
: : i a 


parţiale 1, 0, 1, 0,... este mărginit. 


TEOREMA II. 3. (criteriul lui Abel). Fie Ẹ u, o serie numerică avînd 


n20 
COROLAR 2. Seria armonică alternată 
şirul sumelor parțiale mărginit. Atunci pentru orice şir (4, ai de numere : A EA 
; tr eo iti lo 


reale, pozitive, monoton descrescător cu limita zero (se mai serie o, 4 0), seria 


E eu, este c. ` de asemenea seria 1-1 +t- +... este C 
n20 3 5 7 l 
` = ` 3 i š <M x a: A 
DEMONSTRAȚIE. Fie Sp = Ug + Uy * -= + Un; conform ipotezei, 3M>0, | Sp | d DEMONSTRAȚIE. Se aplică direct criteriul lui Leibniz. 


pentru orice n 2 0. Avem 


Definiţi i ică 
(On, 1Uns1 tOn Unat see *Omop-ilnep-t + Oe plinep| f ţia IL. 2. O serie numerică J u, se numeşte absolut convergentă 
; n 30 


= | Op, (Snr 1 Sn) * pe (Sne2 St? 


(AC) dacă seria de numere reale şi pozitive Y fu, | este C. 


XE = = | AI 
+ Op ep 1Sn+p-1 Spep-2)*On+p n+p Sa+p-Dl N š n2 
- Orice serie AC este C, aşa cum rezultă din inegalitatea 


z < i 
=|- pan + (OnT Opnar tot (Onep-i Ons pSn+p-1* Ono ânpl | > Uma te Un sp Sumatra 


pl 


3 _ i zi s f licînd teorema IL2 d ă ori i 
<M- asa * lns anal t+ lOnsp-1 Onepl * lon+pl) | ap ema I2 de două ori. Reciproca este falsă, ă 
n n i. exemplul seriei armonice alternate, care este C dar nu AC Ia az it 


Dar Y k, Oy -0u+120, deoarece şirul (0) este monoton descrescător. Va 


rezulta că 


LI | Onsun teet On + pin +p | < 2. Serii de numere reale şi pozitive 


IM MO pă poa tn t0mep-3 "Onep * ncp) DM Ono” ` 
| i 


Vom aplica acum teorema IL 2. Fie Y e > 0 fixat. Deoarece buci ud 0, există | LEMĂ. O serie de numere reale 


Următoarele criterii de convergenţă sunt cele mai utilizate. 


- O seri şi pozitive este C & şirul sumelor ei i 
un rang N(e) astfel încît Y n 2 Ne), Pe e l a ai 


n+ 


. . : i ; 2 = i 
MO deci Y p > 1, deci | Op, 1Un+1 += * On rplln+p |<s2M——=8. į DEMONSTRAȚIE. Este suficient să observăm că şi i î 
ce 3M i ăm că şirul sumelor parţiale este în 


| p ¢ acest caz monoton crescător; pent iruri 
i . s § ; ru şiruri monotone, ce 
* echivalentă cu mărginirea. di d caii ca 


l 
| | Conform teoremei II. 2, rezultă că seria J, 04, este C. È 
| n20 P 
ARAID II Ead A i i TEOREMA II. 4 (criteriul de comparaţie cu inegalităţi). Fie 


; A PE 
| A COROLAR 1. (criteriul lui Leibniz). Fie o, | 0 un şir monoton descrescător $ © u, $ v, două serii de numere reale şi pozitive astfel încît 3 N natural 
= Ti 


A á 3 n20 n20 
NM de numere reale pozitive, cu limita zero. Atunci seria alternată 


iv „ S v, Dacă seri 
Şi V n > N, u, <v, Dacă seria J` v, este C, atunci şi seria $ u, este C (deci 


E (oa = o7 0 + O2 at o este C. 
TN n30 


nz0 i 
VE i dacă seria Ð u, este D, atunci Y v, este D). 
DEMONSTRAȚIE. În criteriul lui Abel II. 3 luăm u„=(-1; şirul sumelor n20 ne 


| 
II. Serii numerice i BE 
42 į 2. Serii de numere reale şi pozitive 
i 43 
| 


i N termeni ai ambelor serii (ceea ce : 
rezultă că ă i ; z 
dacă seria Ý u, este C, atunci seria È v, este C. Astfel, cele 


DEMONSTRAȚIE. Modificînd eventual primi 

ă u,<v pentru orice n 2 0. Fie ; 1 
n2 

f n20 


nu modifică natura lor) putem presupune c 
i două serii i : 
Sp Up tite tim în Vot to +Un ii sunt simultan C (şi ca atare, simultan D). 


deci 0 < st, pentru orice n > 0. Dacă seria $, v, este C, atunci şirul (£,) : EXEMPLU. Seria F 5n2+1 
căi i l Za nrn este D, deoarece are aceeaşi natură cu seria 

este convergent deci mărginit, deci şirul (s„) este mărginit şi conform lemei p 

5n? +1 


Toa i 
zi într-adevăr, notînd u, = 
n + 9n 


anterioare, seria Ý u, este C. ; ; 1 
n E z 
E Fesi şi v, = —, rezultă 

n 


n20 7 
A 


„uU 
lim A =5 
nos VU, 


EXEMPLU. Deoarece 


n 
i < AL = 3) pentru orice n 2 0 şi seria 
9n $ sn gn 


şi aplicăm teorema II. 5. 


Un criteri i ă 
teriu suficient de convergenţă, de asemenea util, îl constituie: 


I An) este C e şirul v, = fr dx este convergent. 


n21 i 


> [3]; | 
e | TEORE 
este C, conform teoremei II. 4 va rezulta că şi seria | N IL. 6. (criteriul integral al lui Cauchy). Fie f:[1,)—R, o 
( funcţi x E Ma i 
L- ote | ție monoton descrescătoare, cu valori pozitive. Seria 
n20 22 +5" | n 


TEOREMA Il. 5. (criteriul de comparaţie la limită). Fie D un Doun 
y n20 n20 k a j 
i DEMONSTRAȚIE. Notăm s,„=A1)+A2)+...+An). Deoarece pentru orice 


astfel încît să existe limita , 


' două serii de numere reale şi pozitive, 
xe[k -1,k], k22 avem Ak)<fx)<Kk- 1), rezultă prin integrare că: 


li f Un a 
l=lim — în. 
none Un 


| k 
i a) Dacă J) v, este C, atunci şi- J un este C. fz f ficat) Aa) 
n-a ` i 


i n20 n20 


II -b) Dacă Z + 0, atunci cele două serii au aceeaşi natură. 


Î e. ., Luaz 
nsumînd aceste inegalităţi pentru k = Zn, va rezulta inegalitatea dublă 


| DEMONSTRAŢIE. a) Conform definiţiei limitei, există N natural astfel înc z 
$ A2) +... + Ain) < fædda) < s 
„Putem aplica teorema II. 4- f Jd) SAI) +... + An - 1), deci s, ~AD) Svp sa-i. 


E 


u A 
o< #2 <l+ 1 pentruoricen 2 N deci u, < (+1 
v 


Dacă seria 


n 


E An) 


n21 


este C, rezultă că şir ul (s,) este convergent deci este mărginit; deci (v,) este 
(Sp) ărgini n 
n g gmit, ( 
mărginit şi fiind monoton crescător > ( B este convergent Recipr oc zel ŞIr ul 


Un 


b) Dacă 1+0, se poate aplica raționamentul de la a) pentru şirul — > 3 şi 


44 I. Serii numerice 


(v, este convergent, el este mărginit şi cum 0 <SS, $U, + A1), rezultă că şirul 


(s,) va fi mărginit şi aplicînd lema de la începutul acestui paragraf, seria 


Y An) rezultă C. 


nzi 


COROLAR. Fie a >0. Seria armonică generalizată 
1 1 


li Dirt 


g gu 


mită şi seria marelui matematician german B. RIEMANN, 


1 


n21 n* 


(nu 1826-1866) este 


C dacă şi numai dacă «> 1. 


DEMONSTRAȚIE. Se consideră funcția f: [1, =)> R, Ax) = 2 care îndeplineşte 
x 


condiţiile teoremei II. 6. În acest caz, 


1 


n 


1 
a-l 


(1 - 


v, = [fat = z) pentru azl 
1 


şi v,=Inn pentru &a=1 deci şirul (v,) e 


>l. 


3. Criteriul raportului şi criteriul rădăcinii - 


TEOREMA 1.7 (criteriul raportului; J. D'ALEMBERT, 1717-1783). Fie 
Y u, oserie de numere reale sau complexe nenule şi 
n20 £ 


Uni 


a=lim| 2201], b =T] 


n n 


este D, iar dacă b < 1, seria Su este AC. 


Dacă a > 1, atunci seria >. un z 
nè 


n20 


DEMONSTRAȚIE. Dacă a > 1, at 


u sty . 
„rang încolo avem |ij>1 , adică lun al > ul - Deci 


n 


lim |u„|>0 şi ca atare, limu,£0 . 


ne nea 


ste convergent dacă şi numai dacă | 


unci conform teoremei 1.4 rezultă că de la un É 


3. Criteriul raportului şi criteriul rădăcinii 
i 45 


Conform teoremei II.1, seria bD u, este D. 
n20 


Presupunem acum că b< 1 şi alegem v astfel încît b <v < 1. Conform 


Unei 


teoremei I. 4, rezultă că există un rang N natural astfel încît | | <v 


n 
pentru orice n 2 N. Atunci 


u <v i 
| waal lunli; unea Sol sal Sv?luy] şi Juy, SuPluy| 
pentru orice k > 0. Seria 


© vřļuyl find C, 
k20 


aplicînd criteri i 
plicînd criteriul de comparație II. 4, va rezulta că seria © lumua| deci şi 
20 i 


seria $> |u,| este C, adică seria Y` u, este AC. 


n20 n20 


În practică se aplică în mod curent următorul 


COR ă i | 
OROLAR. Presupunem că pentru seria $` u, de numere reale sau 
n=0 


complexe există limita 


Insa 
7 a 


= lim | 


neo 


n 


Dacă Z < 1 atunci seria este C, iar dacă l > 1, seria este D 


i 
| EXEMPLUL 1. Seria Y L-1+ t41 E 
A î e ERT D ani 
i p> = i + Zi an Ae +... este C, deoarece punînd 
_1 r Un+1 x, 
da e ave lim | | = lim 2 =0<1. 
i ! noon Up noon + 
Su i serii ă 
ma acestei' serii este egală cu e, aşa cum se ştie din liceu. 
: ; 
; EXEMPLUL 2. Fie seria L gr , acC. Notînd u, = ” 
a31 4n?-1 Aaaa E 
i 4, i 
lim | +2] = ja]. 
no U4 


n 


Dacă i i ă 
ă |a|<1 seria este C, iar dacă |a | > 1, seria este D. Criteriul d'Alembert 


46 II. Serii numerice 


nu are forţa de a decide natuta seriei în cazul cînd |a | = 1. De exemplu, dacă 


a = 1, atunci se poate explicita (caz fericit !) şirul numerelor parţiale sau se 


ann Ş 2a deci C. În cazul 


observă că seria are aceeaşi natură cu seria Riem 
nzi n 


a = —1 seria rezultă de asemenea C, aplicînd criteriul lui Leibniz. 


TEOREMA II. 8 (criteriul rădăcinii; CAUCHY). Fie DD u, o serie numerică 


n20 


j 
| 


4. Proprietăţi speciale ale seriilor numerice 
47 


poate trage nici o concluzie. De exemplu, pentru ambele serii £ J 1 se obține 
i EN _ nzi n? as n 
„una fiind C şi alta D. În cazul ] = 1 se poate folosi următorul criteriu datorat lui 


RAABE: fie o serie J` u, de numere reale pozitive astfel încît să existe 


n 20 
u 
"oah 
| Una 
dacă L > 1 seria este C şi dacă L < 1, seria este D. i 
3 


L= limn 


noa 


(în R sau C)şi =m lu, | . Dacă < 1 atunci seria este AC, iar dacă > 1, | 4. P 
| roprietăţi speciale ale seriilor numerice 


seria este D. 


DEMONSTRAȚIE. Dacă Z< 1, atunci putem alege q astfel încât l<q<1. j 


Conform teoremei I. 4, mulţimea 


Via >q) este finită, 


ineN 


RS ; 
deci începînd de la un anumit rang, rezultă că y lu„| <q adică |u,| <q”. Cum 
| 


0O<q<1 şi seria $ q” este C, rezultă că seria $ |u,| este C. 


n>0, n20 


Dacă 1 > 1, atunci din nou aplicînd teorema I.4, rezultă că mulțimea 


fiu > 1 este infinită, 


(IneN 


adică |u,| > 1 pentru o infinitate de indici n; dar atunci şirul (4,) nu poate! 


converge către zero şi ca atare, seria © u, este D. 


n20 , 
) 
A 


z3 
>a. 


n+2 
Notînd cu u, termenul general, rezultă 
„an+l 


(iual = n+2 


Dacă a > 1, seria este D şi dacă a < 1, este C. Pentru a = 1, termenul general 


n+1Y 
Up= 
n+2 


Comentariu. Dacă 1 = 1 în corolarul teoremei I. 7 sau în teorema II. 8, atunci nu să 


a>0. 


EXEMPLU. Studiem natura seriei J, 


n21 


converge către E. +0, deci seria este D. 
e 


F 
j 


| 


TEOREMA II. 9 Dicu, 1805-1859). Fie o serie numerică Yu, 


n20 


resupusă 
p p AC ca suma s. Atunci pentru orice permutare a termenilor, seria 


nou obținută va fi convergentă, cu aceeaşi sumă s. 


DEMONST ă ’ seri i 
RAȚIE. Notăm cu £ u, seria obținută prin permutarea termenilor 


nzi 
(de fapt u, = j i 
apt u, = Uguy unde o: N—N este o aplicație bijectivă). Fie (s„), respectiv 


ï : - : Pi 
(s'„) şirurile de sume parţiale în cele două serii considerate şi £ >0 arbitrar 
fixat. Atunci există N = N (e) astfel încît Y m > n 2N, 


5 lu; <$ şi |s-syl< 2. 


i=n 


£ Alegem M natural astfe 
stfel încît pentru m > M, sa să esa termenii 


Up Woy oey U 
b Ug o Uy ŞI fie UN pres + kp oile termeni din suma s/,, . Rezultă 


int ce frau lS [unan l +o t luau < 
s 


É deci Is’ E x 
ci [sa -sy|< 2 pentru orice m > M. Ca atare 
2 


1 
ş=si Ilea A E 
| ml <|s | + [9 -syl<+==e pentru orice m > M deci 


m> 


Comentari ! 
iu. Teorema II. 9 arată că seriile AC au proprietăţi similare sumelor finite. 


48 


Un rezultat.oarecum neaşteptat, care deosebeşte î 


îi constituie 


TEOREMA II. 10 (RIEMANN). Fie o serie 


AC. Atunci pentru orice O 


IH. Serii numerice 


n mod vădit seriile şi sumele finite 


$ a, de numere reale, C dar nu į 


n 20 


R istă ermenilor i 
„Be Rcuas$ există o permutare a term 


astfel încît pentru seria nou obţinută 


n20 
janl*an o „lol-aa „0, | 
DEMONSTRAȚIE. Notăm p, > 2 3 i: Pa z „n> | 
ă că serii unt D (deoarece seria $, |@n! este D şi 
Rezultă că seriile X pi, 2 qan S D, 
ŞI a, este ©). 
n20 l 
ii stri itivi di i î dinea în care apar 
i $ trict pozitivi din seria L a, ÎN ori 
Fie P}, Po.. termenii s p jeena 2 a 
şi Qu Q2 modulele termenilor strict negativi, tot în ordinea în care apar.!: 
p para, i f 
, termenii| 
ii i se deosebesc de Pis L qna doar prin 
ca ae SP Au 


nuli, deci ambele sunt D. Alegem o, 
n 2 1 şi şirurile de numere naturale (mo 


etc. 


m > $ : iaz: a: i 
F al, să avem lims, = şi lims, = B. i 


(k„)nz0 astfel încât: 


Ja +P m> Bo 
a NE Qiz- -Qu < 
“d Pra T Q, zi -Qh Son HP m,i Eget Ra? Ba 


Considerăm acum seria 


- + mt Pam A, 
Pi + + Pm, Qi T Opt e + Piat | Ma Qiri i 


Dacă x, este suma ei parțială care se 


+t Qp +a 


termină cu Pm, Şi Y, este suma € 


i 
f 
i 


>a şi B, > P cu œ, < B, pentru orice 


F 


4. Proprietăţi speciale ale seriilor numerice 49 


parțială care se termină cu -Q,, atunci |x,- Bp] SPm, Şilyn- nl Qh, 


pentru orice n > 1 natural deci x, > P, y, > a. Alte puncte limită nu sunt şi 
teorema rezultă. 


COROLAR. Din orice serie de numere reale C, dar nu AC şi pentru orice 


te R se poate obţine prin permutarea termenilor o serie avînd ca sumă f, 


TEOREMA I. 11 (MERTENS). Fie două serii © un, $ v, de numere reale 


130 n20 
sau complexe, presupuse AC (deci şi C) cu sumele s, t respectiv. Se notează: 
Wyp = UQUg tUg- g +- + UUE £ u;vj, pentru orice k > 0. 
ij>0 
itj=k 


Atunci seria Ý 10, =UgUo + (UgU] + 22100) + (UgUg + UV, + Ugo) + ... este AC şi are 
k50 


suma st. 


DEMONSTRAȚIE. Să observăm mai întîi că pentru orice sumă finită o de 
termeni de forma ujv; există N natural astfel încît prin înmulţirea sumelor 
Sy = Ug +U; +.. tin, ENZO +U turim, Să se obțină” toți termenii 
consideraţi în o. Atunci 


lols luvs X 


0sijsN 


N . N` ce ce 
=E lui] PS lol SIE il [IE ll 
iz0 j=0 i70 j=0 


De aici rezultă că toate sumele parțiale ale seriei $) |w,| sunt mărginite 
kz0 ; 


deci seria $ |w,| este C, iar seria $) w, rezultă AC. Aplicînd teorema 19; 


kz0 k20 


A 3 E sata Ti A R sunt 
suma seriei D w, este bine determinată, indiferent de ordinea în care 


k20 


considerați termenii ei; în particular, aceasta se poate obține ca lim syty = st. 
i R Nae 


EXEMPLU. Seria E qř=l+qgrg? taqa., 


n20 


este AC pentru |q| < 1, cu 


II. Serii numerice 


50 
suma . Atunci 
-=q 
E Sea S qr |=-1+2 +3q? +... + nqh +...» pentru la] < 1. 
= a q q 
(-g) n=0 n=0 


TEOREMA I. 12 (CANTOR). Fie (a, za un şir de numere întregi 2 2. Atunci 


reprezenta, în mod unic, sub forma: 


a=c9+ 5 


1 Qypi 


orice număr real o se poate 


ĉi 


> 


E ru orice i ic. <a; — 1 pentru o infinitate 
unde c; e N,0sc;sa;- 1 pentru orice i > 1 ṣi c; <a; lp 


de indici i. 


DEMONSTRAȚIE. Începem cu următoarea 


Uni” 


= 1 pentru orice n > 1. 


LEMĂ. Avem $ 


î71 Oa+10n+2rAnsi 


= -1 1 : 
Avem ansi l , Onsa l p a O TO O aM şi 
[PI GQ +1 +2 Cp +1 0p 2: Un k Cn +1 n 2-a k 


lema.rezultă, observînd că a; 2 2 pentru orice j deci 0 < ———————— a: 


RI: 1 iat 
şi ca atare, lim - =0. 
ne dp e In san h 


fa] deci unicul întreg astfel încît 
- ca şi prin inducţie, 


(3) 


Trecem la demonstraţia teoremei. Fie co = 
Co SA < cgt L Definim 04 = 4 — ĉo c1 = [di Oy], Og = 410) 
c;=la;0], Oi, = 007 Ci pentru i 2 1. 

De aici rezultă că 


(2) 


0 <a; < 1 pentru i 2 1, l 
de unde 0 < a;0; < a; iar din definiția numerelor c; 0 se; <a; — 1. 
Pe de altă parte 


cı „ da 
o = 00 70 scot = 
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A n 
Notînd x, =c9 + 3 „rezultă 0<a-x, = tt <, deci x, 30 
iTi üg; Qg- Ap P 


şi astfel se obține scrierea din enunț. 
Arătăm acum că pentru o infinitate de indici i avem c; < a; — 1. Dacă prin 
absurd există W astfel încît c; = a; — 1 pentru orice i > N, atunci 


N ce 
Ci &;- 1 
o=o 5 — + Z —— -s 
Faq. iN Ada; 
N ' æ 
A c; avi Ll 
=+} t + 1l Ni = 


Qa.--Qi Qüzey i=1 ON+10N +i 


conform lemei. Ca atare, rezultă că op, = 1, ceea ce contrazice (2). 
Stabilim în fine unicitatea scrierii din enunţ. Dacă 
i b 


71 Q109; 


SE: i 
a =by+ 


cu b; avînd proprietăţile cerute, avem de arătat că b; = c; pentru orice i e N. 
Cum b; <a; — 1 pentru o infinitate de indici, rezultă că 
PI b. 


Teh 


ITI üg; 


<1, 


conform lemei deci bọ = [o] = cp. Dacă există n 2 1 astfel încît b ,#c,, să 


notăm cu N cel mai mic întreg cu această proprietate. Dacă am avea de 
exemplu cy > by (cazul cy < by se tratează similar), atunci cy — by 2 1 şi ar 


rezultă $ ĉi 


d i 
iN 1- Qi 


——— şi cum seriile sunt AC, rezultă 
„aj : 


i 


cy-0 i 
DNAN S 1 , 

ÎN Cida.--Qi; Oda: 0N Q102- UN 
Dar pe de altă parte, 


ai 1 aysi- t 


oQ; Qü.. Oil ON+1 Nei 


(conform lemei); 


H. Serii numerice 


am folosit faptul că pentru o infinitate de indici i avem b;<a;-Ll; 

contradicţie. 

COROLAR. Luăm a, = q 2 2 întreg, pentru orice n > 1. Atunci orice număr 

real g se scrie unic sub forma : 
o=cpt Ð cgt, (3) 

is 

unde c; e N,0<c;sq- 1 pentru oricei 2 1 ṣi; <q- 1 pentru o infinitate de 

indici i. i - 

oricărui număr real în baza q. 


Se obține astfel reprezentarea 
şi algoritmul de determinare a cifrelor c;. 


Demonstrația teoremei II.12 conţine 


EXEMPLU. Pentru q = 10 se obţine scrierea poziţională zecimală, uzuală, a 
numerelor reale. De exemplu, numărul o = 38,487... este suma seriei 
38 + 4.10% + 8.102 + 7.108 +... Pentru q = 2 se obţine scrierea binară. De 


exemplu, n = 3,14159... se scrie binar astfel: : 
= 3402140924 L2 t 0.271 + 0.25 + 1.26 + ... = 11,001001... 


Comentariu. Fie q 2 2 întreg fixat şi a > 0 un număr real, cu scrierea (3). În cazul 
reprezentării cu virgulă fixă, se fixează u locaţii pentru partea întreagă 
(presupuse suficiente) şi v locaţii pentru partea zecimală. Atunci a este înlocuit printr- 


o aproximare & , œ «®; eroarea absolută este 


tee igt <q- D: -lt gte -5 
q q q q” 
b 


În cazul reprezentării cu virgulă mobilă, numărul œ se scrie sub forma & = aq 


Ja -&| Te 


cu condiţia de normare ai <a <1 (pentru ca mantisa a şi exponentul întreg b să fie unic 


determinaţi) şi se fixează w’ locaţii pentru mantisă şi v’ locaţii pentru exponent (pentru 
fiecare calculator, u, v, w, v’ reprezintă o caracteristică a sa). Reprezentarea în virgulă 
mobilă permite o lărgire a diapazonului de numere care pot fi supuse procesului de 
calcul. De exemplu, fie q = 10, u = 3,v =2, w =7,v = 2. Dacă Q = 23,7564389, atunci 


reprezentarea cu virgulă fixă corespunzătoare este & = 23,75 iar reprezentarea cu 
virgulă mobilă este & = 0,23756-102. Dar pentru o = 300.000, reprezentarea cu virgulă 
fixă nu este posibilă; scriind & = 0,3:10€ este suficient un registru cu u = 2, v’ = 2; la 
fel pentru constanta lui PLANCK h = 0,6.10® Js. 


5. Calculul aproximativ al sumelor de serii 


Fie o serie convergentă de numere reale L a, avînd suma s necunoscută. 
n20 i 


5. Calculul aproximativ al sumelor de serii 
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Pentru calculul lui s.se recom. igur formul roximatuv: un 
S omandă des: n 
t lul} gur i0: a. apro: allvă s~s de 


S, = ag + i ilă şi ă oi ` eror 

n = ao + aj +.. +0, fiind utilă şi necesară o evaluare a erorii absolute 
. |S- 8, |- Indicăm două cazuri elementare unde aceasta se poate realiza 
On+1 


a) Presupunem că există N z 1 întreg şi k e (0,1) astfel încît | |<k 


n 


g , , 
|. Vn 2N. Atunci Vn >N, ja, „| <kla,|, la, 2] <k|a, 11 <k2[a, l. şi notând 


cu r, su: iei ită şi 
n Suma serieiă a,„1+a,,g+... (numită şi restul de ordin n al seriei 
iniţiale), avem s = s, + r, deci l 
[s-sa] = irn] Slan] +24 9+..)= Jap Ë 
ES 1-k 
M 5 g PRANE 
acă se cere să calculăm s cu aproximație s(2 > 0 dat), atunci se determină 


M natural minim astfel încît M > N şi Ja 


al 


k 
7 <s pentru n > M, aplicînd 


f s ig 
ormula aproximativă s = ag +a; +... +ay. 


EXEMPLU. Calculăm suma seriei 2n+l w imati 
È > Za CU aproximaţie 107., În acest caz, 
2n +1 „e ai 3 
a, = m+1_ (2n+3)n 
aa „deci — = Puiu cubi se observă că tie t 
: an (n +1) (2n + 1) Qn n+? 


Deci pentru n > 4 avem | is și 1 
; | Ra şi putem lua N = 4, k =. Pe de altă 
2n+11 1 


parte, inegalitatea |a,| <10-2 revine la 


| I% -ini 5 “1000 şi are loc 
i pentru n > 5 şi ca atare putem lua M = 5. Deci suma căutată este 
: __3 5 7 9 
Sesg = to tt H t 
P ga sa pa pa e 


Ë E 
) Presupunem că (an) >o este un şir astfel încît a,L0. Conform 


criteriului lui LEIBNIZ i 
„ seria alternantă (- fak =a 
J j = a -a +đ@o- 
È 0 7 ai + ag -Qg +... este 5 
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C; fie s suma ei şi r, 


IE (-1}ap=S - Sa . Vom arăta că |7, 


II. Serii numerice 


|<a,.. pentru 


deci |r„| <a. pentru orice n 20 ]. 


kensi 

orice n 20 (într-adevăr, se observă că Ykz1l, n20, i 
Gps pa Sms 12? a CIP tanap t (O Dan era Sa-i şi făcînd | 
| 

i 


n+l 
k> %, an1 asa SCD tir SOni 


Aşadar, 
mult modulul primului termen omis. 


EXEMPLU. Calculăm suma s a seriei alternate 1 - = 
3 


1074. Aici @a, ——— şi alegem n 2 1 minim astfel încît a, +1 
(2n + D$ i 104 | 
P că dă E PEE E. 
(2n + 3% 2 10%; se găseşte n = 4. Atunci s=s4= 1- — t - — ~= 0,98883. 
ga 5 v $ 
6. 10 exerciții i 
1. Să se arate, explicitînd s, că seriile următoare sunt D: 4 
d E Ali -Vm D E m i 
n20 n21 3 
2. Să se calculeze sumele următoare: i 
242n+5 ; 
A d piei SE: Ra 
È n(n + 2) DÈ g 4n? - razi n! 
3. Bio ay = Ch ba CI n22 
yn +D vn 


Să se arate că lim În = 


none 0n 


contravine astfel teoremei Il. 5 ? 


4. Fie IE aia Et) 
i an T T 


Qz — ag + a4 ~ a5 + 


aproximînd s cu suma parțială s,, eroari 


1, dar seriile Ð a,» 


n22. Să se arate că a, 


„. este D; Se contravine criteriului lui LEIBNIZ ? 


ea absolută este egală cu cel 


1 _ 1 +... CU eroare 


<_L_ adică | 


$ bn nu au aceeaşi natură; st 


n22 n22 


50, totuşi seria alternată 


Să se arate că ` 


6. 10 Exerciţii 
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5. 10. Folosi iteri i D 
olosind criteriul lui D'ALEMBERT, să se studieze natura seriilor: 


-/n7+3. 
a) ȘI 2- D E Zio E Č aew; d E Z (aec). 


z 
i să z 1 | ni n” n21 nzo n! 
. Aplicînd criteriul rădăcinii, să se studieze natura seriilor: 


> D (za): 


DESI 
6. Să se arate că pent: i Vi 
pentru orice şir a, > 0, avem lim 


bd E B+G (aeR). 


n21 


an+ 
a 


Š a ta 
<lim Ya, <Tm ya, Tia anl 


n 
g an 


A 
iS Ew Dr +1 sunt AC. 


n21 n? 


7. Să se arate că seriile Y sinn ai 
n21 n 


8. Să se dea exempl i 
plu de o serie a, D încâ Zi 
> n D astfel încât Eo să fie C şi de o serie 


Y. b, C astfel încât ȘI b? să fie D. 


nèl n21 


9. Să se scrie în baza 2 nume: 
Yi ] ø dă: : ine, . 
ni da a ele 100; e; œ = 25,43 indicînd primele 4 cifre binare de 


10. Fie amn = 


"1 (mei 
7 =al i) pentru m > 1, m 2 1 întregi. 


(Ee) 


Ej 


Aar 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI. 


3 
a: s,=yi+1 >; b) s,=In(n +2). 
eci şirul (s,) nu este convergent (deşi are limită) 


2.D 
escompunem termenul general în "fracţii simple" 


a) asi 1 
G n2 REE tags d LL A EG 
2 2 n+1 n+2 e 
b a= al l 1 aa 1 
n E O Sro 
anal za) A a zaPr 


©) Se ştie că 


f 
| 
| 
| 


11. Serii numerice Anexă la lecţia a H-a | | 57 
1 N 1 a 1 77, Avem I— sion z$ > şi | ( D Z D) = eA > şi se aplică teorema II.4. 
eo at n2 n n? 
5 a i sula pia A 
ü a -19 WAR d ' 8. Putem lua a =>; b, =C" 
“nn -1)+3n+5 2 n(n +3 pee i L | n 
zl dp a 2, n! PX n! aan! i ` n A 
n:i a-l și H 
! 5 5 5 E 
. 1 FES) „1 45 A =e+3e+5e-1)=9%-5. b 9. 100 = 2° + 2% + 2? = 1.25 + 1.25 + 0.24 + 0.29 + 1.2? + 0.21 +°0.2° = 1100100; 
Sh m- D anD! azi n! | e= 2,7182818 = 1.21 + 0.20 + 1.27} + 0.272 + 1,27? + 1.274 + TU TUI; 
n- a 


3. Seria E bn este C, conform criteriului lui LEIBNIZ; â 


> E a= 1.24 +1.28 + 0.2 + 021+ 1204 0.21 + 1.272 + 1.273 + 0.274 +.. e TTVUTUTIV, 
poi seria Y, (b,-a,) este Du 3 


n32 i 
n22 A A 10. Pentru orice m 2 1 fixat, avem 
; i ib, nu sunt | i 
deci seria $, a, este D. Nu se contravine teoremei II. 5 pentru Că dp Și 9n P 2 $ m h 1 $ miri m m+1 deci 
n22 A ială. | Omn —— —— | -— RE = eci 
teoremei II. 5 este esenţi | a2 mi mamă mi m+? 
de pozitivitate în enunţul i 
numere pozitive. Deci condiția i å i 
: = = m m+l 1 è ) 
: | Cu | ==; pe de altă parte, Y n > 1, fixat, notînd 
4. Şirul a, nu este monoton descrescător. k 2 E | 2 p A mF 3) 3 pi P noti 
o [pact (7 V, wem © amS @n-bn)=bn l şi t 
5. 1°. a) C; ? m |: Za Om d Om mea T şi ca atare, 
Uni d deci seria este C; ă 
b) mio el deci i Er. =, 
mo E [Sam a-i 
: . mn —— "3 
) J=] jaj. Deci dacă jal < 1, atunci seria este G; dacă |a] > 1 seria este D; k ns noa Dir 2 
c) |— ` 


n 
dacă a = 1 seria 


n+ 
n 


2.a) lim jul = 


ne 


b) r ila, -T563 + (D° o = 310. Dacă 


este D. Dacă Q = 


n 
6. Să demonstrăm inegalitatea Tim 


Un+14 2_|Ul__>0 deci seria este AC pentru orice g e C. 


i În general, pentru un şir dublu finit de numere reale sau complexe (a) avem 


mn 


EE am = $ mn» dar pentru serii acest rezultat nu are loc, aşa cum ne arată 
m n n m 


4 exerciţiul. Se poate arăta că are totuşi loc pentru serii duble absolut convergente, în 
; analogie cu teorema II. 9. 


este D şi dacă & = —1 seria este C, fiind seria armonică alternată; 


1 


CEEI e 


= 


am (2-a - Lei şi seria este C; 


Í ANEXĂ LA LECȚIA A II-A 


sia 1 . 
lal <a seria este C şi dacă |a] > seria 


+t 


1 seria este D deoarece termenul general nu tinde către zero. ; Semnale discre te 


e Se numește mulţime-timp orice mulţime $ pe care este definită o relaţie de ordine 
„ sim —— nsl Fie a= sma Cus ; dacă a = +* Ẹ totală " < "; elementele lui 3 se numesc momente. 


a, an 
, Sai <a. Dacă a < +o, fie b >a; avem A+ <b pentru n 2 N, EXEMPLE. În cazul 3 = N= (0,1,2...) sau 3 c Z, se spune că timpul este discret. Dacă 
atunci evident Tim ya, sa. > Ca $ este un interval, se spune că timpul este continuu (sau mai corect, continual). 


deducem 2y + p 


n - 
de unde Ti yan <b, Yb >a deci Tim yan <a etc. 


Dacă 3 = (to <ty <... <ty} este o mulţime finită de momente, se spune că avem un 
timp finit. 

Dacă Ş este o mulţime-timp, orice funcţie f: 3 —> C se numeşte semnal; pentru orice 
te.S, numărul Xz) se numeşte eşantionul lui f la momentul £. Se pot considera 
seninale discrete, continuale sau finite, după tipul mulţimii de momente. Definiţia 


n n 
j -N š A < bN -b, 
<b”ay Vp > 0, de unde a, $ ayb b", n > Nşideci yan yan 


IL. Serii numerice 


58. 


anterioară este totuşi restrictivă, deoarece nu cuprinde cazul impulsurilor, al 
semnalelor aleatoare sau al semnalelor multidimensionale (imagini). 


i 
EXEMPLUL 1. Treapta unitate E i 
l j ' i 


O dacă t<0 
i dacă t20 
(notată cu h după numele inginerului englez O. HEAVISIDE, 1850 - 1925) şi funcţia de ! 


eşantionare A | 


h:R>R, hé) = 


(sint)/t dacă t#+0 l 


salt) = 
1 dacă t=0 i 


sa:R>R, 


sunt exemple de semnale continuale. | 


| 
EXEMPLUL 2. Orice semnal discret s : Z ->R se identifică prin şirul (sn), ep a! 


n<0 

eşantioanelor sale. Treapta unitate discretă u este definită prin u(n)= Ma oT 
n2 

Pentru orice k e Z, impulsul discret unitar la momentul k este semnalul discret &, ji 


definit prin 


0, nzk 
a ; se notează 5 = 50: 
l, n=k f 


mulțimea semnalelor discrete s= neg CU XE C Dacăk 
Yne Zs +t= lEn ne ZIS = (za e 


(m) = 


Vom nota cu Sa 
t= Onne 2 E Sa definim s =t O 2y = ip 
pentru orice eC. Semnalul nul are toate eşantioanele nule. Se consideră 
următoarele clase particulare de semnale discrete: 4 

S, = (s = Ennez ln = 0 pentru orice n <0) (semnale cu suport pozitiv); 


n=þes.! seria $, |x| este c}; nb c}. i 


nzo 


eS, į seria ŞI ll? este 


n 20 


TEOREMĂ. Mulţimile Sg Sp l şi l sunt spaţii vectoriale peste C, relativ la operaţiile 
s +t, îs (àe C). Totodată au loc incluziunile , € l e S, C Sa: ; 


Anexă la lecţia a H-a 
59 


E igl este C şi cum 


1 
latul Slant? + aD deci seria 
azo 


22 2 2 
[m tul? = lEn +IP leul + 2lunl + Yal, rezultă că seria F, |, +y,]? este C 
n Ya ? 
A n 320 i 
adia s +te l, Dacă sel, şi AeC, atunci evident àsel,. A rămas de dovedit 
incluziunea Î, C ly; într-adevăr, dacă s e l, s =(x,), atunci x, ~> 0 deci şirul este 

ai . $ 
mărginit deci 3 M > 0, |, | < M pentru orice n > 0. Atunci |, |? < M || deci seria Y |, |? 
n 


este C şi ca atare s € lj. B 


Comentariu. Spațiul, este generalizarea directă infinit dimensională a spațiului R”; 
punctul Cn sa ..- Xa) € R” se identifică prin semnalul s = (x4, £p, -5 Xp» 0, 0. 0)c ; 
aparține lui 1»: Semnalele s = (,), > o din le se mai numesc semnale de energie finită, 
= 12 i 
numărul real şi pozitiv [s]=| © |? 
n70 
s = (x), t = 4), atunci se defineşte produsul scalar: 


se numeşte energia lui s. Dacă ste ly, 


<st>= J, tn 
© n50 


; Inegalitatea |x,y,| < 1 2 2 É can 
leal gll + |y, | arată că seria din membrul drept este AC deci C. 


O operaţie importantă o constituie cea de convoluţie. 


Definiţie. Dacă s = i = i 
Eno Şi $= Wano sunt semnale din S,, atunci se notează 


Za = Y in Xa tă CERES . 
Paa Yn +XYn -1+ *%7o, Pentru orice n > 0; semnalul sxt = (2,0 se 


numeşte convoluţia semnalelor s şi î. Convoluţia se poate defini şi dacă x,y e Sy, în 
y, d 


F ipoteza că seriile z, = $) £}Yn-p sunt C, Y n € Z. 


kez 


Proprietățile principale ale c iei 
t onvoluției sunt următı i 
a) Dacă se consideră seriile formale Ziua ai 


Bis 
Jo Xpt” = Xo + EJU +U? + nny 


n : 
EA J ynu” =yo + Yu + pu? + ... asociate lui s şi £ 


n20 


- respectiv, atunci produsul acestor serii va fi 


este C- spaţiu vectorial rezultă direct din definiția 


DEMONSTRAȚIE. Faptul că Sg 
evideni 


noţiunii de spaţiu vectorial. Apoi aplicăm criteriul subspaţiului. Dacă s,t e Ss, 
s + şi As aparţin la S, deci S, este îi subspaţiu al lui Sa. Apoi dacă s = (20 
t= (duza aparţin la l, atunci aplicînd inegalităţile bu Ya S lEn! + bl S 


criteriul comparaţiei, rezultă că seria În +9al este C deci s + te l; evident, Às €l 
n20 


pentru orice de C deci } este subspaţiu al lui Sa. 


Din inegalitatea (!x,| — PAN 20, rezultă 


Să presupunem acum că ste lo. 


(F xu”) buta 
D, = 2, Ynte”) = 300 + (roy + LVU + (00972 + X191 + Eyou? +... = 
= 29 + 2 i i 
3 op + Zu + Zu” +... şi aceasta este tocmai seria formală asociată convoluției s »ż. 
e en orice s e S, avem 6+s=s şi s+6=s 
€):Mulţimea S, este un i i iv] 
A s inel comutativ relati iile s 
Poe pe Cuca v la operaţiile s+ t, s * t cu elementele 
d) Pentru orice semnal :x = (E) 


Egânti A hez şi pentru orice ke Z, semnalul 
paz oanele (x, ), e z şi se numeşte întîrziatul lui x cu k paşi. ia ul Bi 


1. Distanţă, convergenţă. Principiul contracţiei 
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LECTIA A II-A 3 (ac) S dlx) + darza) + a + AE En). 


Pe o aceeaşi mulțime X pot fi definite în general mai multe di i i 
ch at pe i dai fini mai mu te distanţe, deci mai multe 
SPAŢII METRICE, APLICAȚII CONTINUE | aceea sua cad d ma Aa eo ONG 


ouă ja 1 X= R cu distanța euclidiană uzuală d(x,y) = |x - y|, Y xy € R 
| este un spațiu metric. Doar în cazuri speciale, precizate în mod expres se vor 
Í utiliza şi alte distanţe (de exemplu, d(x,y) = 2|x - y|) pe R i i 


EXEMPLUL 2. X = C este un spațiu metric relativ la distanța euclidiană 


A d(zuz9) = |z] — Zol; Y Z1, Z2 € ©. 


INTRODUCERE i 
i EXEMPLUL 3. Fie X = R” (n 2 1 fixat); pentru orice x = (x4, ...X€p), Y = Yy Yn) 
, . jan 


Scopul acestui capitol este acela de a studia conceptul de continuitate într-un RI 
cadru natural şi suficient de general. Reamintim că o funcţie reală f : A — RI Se defineşte distanţa euclidiană d(x,y)= 5 (e, = 2 A 

(A cR) este continuă într-un punct a € A dacă pentru orice şir x, a i raei d. „Verificarea 
(e, e A), rezultă Ax) > fa). Pentru extinderea la funcţii mai generale, este 


proprietăţilor D}, D, este imediată, iar pentru D; se aplică inegalitatea 


necesară extinderea ideii de "apropiere", de convergență şi un pas important 

îl constituie introducerea noţiunii de distanţă şi implicit de spaţiu metric. Cele u p ET 2 (n (3 i 

mai întîlnite mulțimi care apar în Analiza matematică sunt submulţimi ale 2 iran “S p3 ur at 5 v; sUiv ER, i =Im 
= i=1 


unor spaţii metrice; astfel , vorin vedea că dreapta reală R, planul complex C, 
spaţiul R” (n > 1), mulţimea funcţiilor mărginite A — R sunt în mod natural 
spaţii metrice. În loc de a facă o teorie separată pentru fiecare caz în parte,| 
vom stabili o serié de proprietăţi generale, valabile în orice spaţiu metric şi 
apoi vom adăuga proprietăţi suplimentare, specifice unor situaţii particulare. 

Noţiunea de spaţiu metric este datorată matematicianului francezi į 
M. FRECHET (1878 — 1973) şi astăzi putem vorbi de distanţă nu numai între 
puncte sau numere, dar şi între funcţii, între matrice etc. şi s-a putut degaja 
o teorie sistematică a convergenţei şirurilor şi a aproximaţiilor succesive. 


care la rîndul ei rezultă imediat din inegalitatea lui Cauchy 


n 


n n 
Suv; | |E Eo]. 
i=l i=1 


i=l 


ma ii Erc speciale, vom subînţelege că pe R” este considerată 
euclidiană. Remarcăm că spaţiile metrice R° şi i i 

r e r i şi C sunt identice. 
matrice din M, m, n R) se poate identifica natural cu un punct din R”” astfel 
mulţimea matricilor m x n este un spaţiu metric. i 


EXEMPLUL 4. Orice mulţime nevidă X are o structură de spaţiu metric 


1. Distanţă, convergenţă. Principiul contracţiei. Anume, definim V x,y € X, distanţa 


1 dacă xży 


d(x,y) = A 
0 dacă x=y 


Definiţia IMI. 1. Fie X o mulţime nevidă. Se numeşte distanţă pe X orie 

funcţie d: XxX >R astfel încît: 

Di Yxyekx, diay) > 0 şi dy) = 0ox=y; 

D, Y xy €X, dix,y) = diy, x); 

D, Pentru orice x,y,z € X, d(x,z) < day) + d(y,z); ea 

adică au loc proprietățile de pozitivitate, simetrie şi inegalitatea triunghiului B“XEMPLUL 5. Fie (Y,d) un s ati SRE , f : 

Perechea (X,d) se numeşte spaţiu metric şi elementele lui X se numesi distanța d restrînsă la X arca Fe R Sta A atu A tunci 

A i A ăi 
puncte. ae orite submulțime nevidă a lui R” este un spaţiu metric. pepe i 
e că R c R°- (prin identificarea punctului (x},...,%,) cU (x4,-.-%,0) i 

ta euclidiană pe R” * | induce distanţa euclidiană pe R”. pen 0) d» 


Se verifică: 
verifică uşor D, Dg, Dg; un astfel de spațiu metric se numeşte discret. 


Comentariu. Aşadar, oricărei perechi x,y de puncte din X i se asociază un număr rT 
pozitiv sau nul bine determinat, d(x,y), numit distanța între x şi y. Dadi 


NE E EX, atunci prin inducție după n rezultă că: 
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EXEMPLUL 6. Fie A 0 submulțime nevidă şi X= MA) mulţimea funcţiilor | 


mărginite f: A > R (adică mulțimea fA) este mărginită sau echivalent, | 
3M>0 astfel încît Vxe A, Rol <M). Pentru orice fge X definim | 


dfg) = sup o -g%)]. Proprietățile D}, D, sunt evidente; apoi, dacă! 
fsh e ă, atunci j 
vxe A, œ- go) < li) — hol + |k) — g(x)| <d(fh) + d(g,h). | 


Rezultă că d(f.g) < d(fh) + di(g,h) deci Da. Distanţa "sup" astfel definită este | 


numită distanța convergenței uniforme (justificarea terminologiei va fi 
lungimea cea mai mare al 


dată ulterior). Distanța díf,g) reprezintă 
"segmentelor" care unesc punctele (fax) şi œg), x e A. d 


stituie hipercubul. Fie B = {0,1} codul} 
1 dacă u +v şi ôlu,v) = 0 dacă u = v.i 
milate cu vîrfurile unui pătrat,: 
are 2” elementet 
zl 


EXEMPLUL 7. Un exemplu insolit îl con 
binar. Pentru u,v € B, notăm lu, v) = 
Evident B? are patru elemente, care pot fi asi 
iar B? are 8 elemente — vîrfuri ale unui cub. Mulțimea X = B” 
şi se numeşte hipercub de dimensiune n. Pentru orice x = (Xy 


n 
se defineşte dey): 5 (x,y numărul acelor ik 
i=1 $ LI 


Yi (yen) din B”, 


(numit şi numărul de necoincidenţe în şirurile x 
D, sunt evidente; apoi, Y x,y,z € B ave 


1 <i <n astfel încît x; +y; 


y). Proprietățile Dı şi 
dz) < Slxpy) + 5(y,z pentru i=T şi însumînd, rezulta 
d(x,z) < dis) + d9,2) deci D. Distanţa d se numeşte distanţa Hamming på 


hipercub. Fiecare yîrf v al hipercubului este unit cu vârfurile aflate la distanță 
bul B” este în 


Hamming 1, deci care diferă de v prin cel mult un bit. Hipercu 
corespondenţă bij aturale A,'= (0,1,2,....2"—18 


ectivă cu mulţimea de numere n: 
Orice număr x € A, baza 2, de formă 


are o reprezentare unică în 


n 4 
YA 


x= ap 1 cu aE B şi poate fi identificat cu punctul (Case) E 


p=1 


Comentariu. Am spus că elementele unui spațiu metric se mai numesc puncte şi de 
în anumite situaţii, funcţiile, matricele, şirurile de biţi etc. pot fi considerate ca punch 
Cea mai importantă disponibilitate a spaţiilor metrice o constituie posibilitatea de 


defini convergenţa şirurilor de puncte. 
Definiţia II. 2. Fie (X,d) un spaţiu metric. Un şir (4, 20 de puncte din X a 
limita x (sau este conver 
Y s > 03 Nie) natural astfel încît 


scrie limx,„=% sau X, > X. Şirul (x 
| dnei 


J N(e) astfel încât V m,n 2 Ne), d&n) < E 


i 1. Distanţă, convergenţă. Principiul contracției 


gent către x€ X dacă dux) > 0, adi. 
n > N(s) să implice d(x px) < e; se m i 


„) se numește şir Cauchy dacă Y e >$: 
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rice şir convergent are Umi Într-adevăr, dacă x, -> x şi x, — x’ 
Q: t arè tă un 
EX ; g 1caà. adevă „d a Ş 
i ] = I 
în X, atunci pentru orice s > 0 există un rang de la care începînd av E 
y p avem 


simultan d( Z A c E deni 
XnX) < 25 dlen) E deci d(x, x) Ss de, + dlp x) <E + È, adică 
Za 


| 0 < dx!) < s; ca atare, d(x,x/) = 0 şi x = x' 


2n+1 1 g-n 


Esca 


EXEMPLUL 1. Şirul x, = 
n , n21, converge în R? . către 


2 
afs saf 0. 


n 


2n+1 
n 


1 


== t 
n2 


x = (2,0,0), deoarecd d(x, ,x) | 


EXEMPLUL 2. Pentru şirul de funcţii f, : 
ncţii f, : 1,1] > R, fu) = LIR şi pentru 
funcția constantă f : gi 
S ntă f : [-1,1] > R, A) = 1 avem 
dfa P= „Sup IRO = sup |E*P-1|= sup EI- 2 
i xei- n+i soba nF] "T 


d A i , 
aşadar f, f în spaţiul metric M([--1,1]) al funcţiilor reale mărginite pe 


i intervalul [-1,1]. 


EXEMPLUL 3. Într-un spaţiu discret, un şir e converge 1 numal dacă 
> ŞI: ste rgent dacă Ş d 
el este constant de la un anumit rang (într-adevăr, dacă x, > x, atunci există 
N natural astfel încît Y n > N dlx p) < 1/2, deci d(x„x) = 0 adică x, = x pentr 
= m n u 


1 


n? 


2 
ma 


EXEMPLUL 4. Un gır (x de puncte în R, p 21, x, (xx 3 este 
(x, 
nn 20 P21, n ( Xa ) es 


nvergent câtre un nct a = (aa ca şi numa că c Irurl 
pu (a., Doe ) da numai d 
co: t căt t Ş acă cele P Ş 


componente sunt convergente, anume x, > a,,x — eğ DA UD Este 
nt ci gente, 
n 13%n GOERE p (în R). 


suficient de ă A 
observat că |x, ~a,|<d(x„,a) pentru orice 1<ks<p, că 
d( ) e k | 
g a)s [= i i 
O 2 Ă |, -a| şi de aplicat lema cleştelui. Aşadar, 


i (al 
lim (ape 


nos 


Pia al i 
Xa) = dimz,- lim?) 


ae ne 


bS limita siela 3 
ă limita şirurilor în R se face pe componente. 
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Revenim la cazul general şi 


imediat că orice şir conver 


Vmane N, dEn n) Sdm) + dia 


Definiţia MI. 3. Spaţiul metric X se numeşte com 


este convergent (în X). 


EXEMPLUL 1. R şi C sunt spații 
al lui Cauchy (teorema 1.3). D 
intervalele (-%,a], [a,b], lase) s 


EXEMPLUL 
este constant de la un rang 


EXEMPLUL 3. Dar Q c Rnue 
Pentru a dovedi acest lucru, 
un şir (e), 200 Q convergent 
este un şir Cauchy în Q. Dacă 


e 


Din unicitatea limitei ar rezulta că & 


Aşadar, în Q şirurile Cauchy 


Comentariu. Se poate arăta că 


că există un spaţiu metric com] 


injectivă f : X > X, astfel încît 


convergent în Š. De exemplu, pentru X = Q se 


Teorema următo 
complete. 


TEOREMA III. 1. 

a) Spaţiul R (p 2 1 fixat 
b) Pentru orice mulţime A, 
un spaţiu metric complet, re 


DEMONSTRAȚIE. a) Am văzut că un şir XA = (ri arena 


convergent 


E -x dam 


gent x >X este un şir 


2. Orice spațiu metric discret este complet ( 
încolo, deci convergent). 


are furnizează exemple importante de spa 


) este complet, relativ la distanţa euclidiană; 
mulţimea MA) a 


dacă şi numai dacă cele p şiruri compone: 
R. Din inegalităţile evidente 


HI. Spaţii metrice, aplicaţii continue |. 1, Distanţă, convergenţă. Principiul contracţiei 
r. racţiei 


fie (X,d) un spaţiu metric. Se demonstrează |. valabile pentru orice m, N Ge 
3 = „n € N, rezultă că şi Pi 

Cauchy, deoarece le dees cele p şiruri componente RT Peg see in R? dacă şi 

eorema I. 3., rezultă că orice şir Cauchy în RP este iei ici şi folosind 


b) Fie (fanzo şir  Cauch 
| y MA). Deoarece ` Y 
x)= x x . 
ei a ed Wolak rezultă că şirul de numere reale (f,(x)) este Caue su 
îl notăm cu pile apte i către un număr real, depinzînd de x, pe coy; 
i g cate mir A i st el este bine definită o funcție g : A — R. Vom i Da 
| mărginită şi că f, ->g în MA), Deoarece (fa), a g este sir Cauchy eul 


. . . : | 
metrice complete, conform criteriului general; că 
e asemenea, pentru orice numere reale a < b, 
unt spații metrice complete. 


TER în 


| 
! 
i 
x) şi se aplică definițiile. | 
| 
i 


plet dacă orice şir Cauchy! 


3 N(e) = N natural astfel încî 

: încît Y n 2 

| A ît VnzN, Vp, (fn pla <a: luînd 

n = N, avem d(fy, pfn) <À deci ` 

; -pofu)<= deci Va e A, Y p2 z 

căci orice şir Cauchy} a . PZL lfr - ful <5 Fäcînd 
i egitn z > 
p şi ținînd cont că fy, p) > g(x), rezultă că V x e A, |g() - fax) | < 


£ 


sł 


ste un spațiu metric complet, cu distanța indusă ip A ; 
> i deci |g()| sa+f (0) |. Deoarece fy este o funcţie mărginită, iè altă 
i i , rezultă că g 


ste suficient un contraexemplu; să considerăm? 


în R către fe . (xp) este un şir Cauchy în R ded RA Astea) 

Q ar fi complet, ar rezulta că x, — O, cu A € este mărginită, adică g e MA). Din relaţia d(f, 
i y2 deci y2 ar fi rațional; contradicţie ' 
ultă convergente în general. 


repan) <S pentru n >N, 


e şi făcînd p > œ, rezultă 


nu rez E rezultă că Vze 4, Vn=N, [faepe - fala) | < 
Pe e i 

orice spațiu metric X se poate "completa", în sensy le) -f| Sz’ deci d(f,,g) < e pentru orice n > N, adică f, —> g în MA) 
h - n . 


un anumit sens X şi o aplicaţi 


uchy (x„) în X, şirul (Ax) est 


plet minimal într- 

Un r j bat 

numită eT a e ii este cuprins în următoarea teoremă 
contracţiei i Ea 

ST. BANACH (1892 — 1945). tiei, datorat matematicianului polonez 


pentru orice şir Ca 
poate lua X =R. 


ţii metri „+ 
TEOREMA III. 2. (Banach). Fi mplet şi ọ:X >X 
a . . Fie (Xd) un $ i i i 
ö z S i paţiu metric co l : 
aplicație a proprietatea că există o constantă k e [0 a stfel încît 
Y1y e x, d(ọlx)p(y)) < kd(x,y). Atunci există şi est ieu E] 
fel încât oO eE, ste unic -un punct Ë e X 


funcțiilor mărginite A>Res 


i Day i 
Jativ la distanţa "sup". EMONSTRAȚIE. Fixăm un punct xp € X şi definim 


X = (20), Xa = (Placa), ao Cn = Ppa) ee 


Se ob ine i î 
A ține astfel un şir (x), >o în X şi vom arăta că este un şir Cauchy. Mai 


P) de puncte în RP 6 
xp) de puncte i întăi se observă că 


nte sunt convergente d 
X, = 
nt +1) dp, e) $ kdlxn 1%) Sk? dEn otn atăt) 
20)... A 


tru ori, > 0; i 
ai ce n> 0; atunci V p > 1, punînd 5 = d(xg,x;), rezultă că 


Anin sp) Sdan in, D tAn än a) + a + dC 


p 


x) k TP şi dmn E je -xnl 
k 


=1 
)< 


n +p- ăn sp 
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<k" + kn*15 +... + kb 16 =k" 


Deoarece 0 < k < 1, rezultă k” 
presupus complet, rezultă că 


adică x„,ı > 96). Deoarece x 


convergent rezultă q(£) = E. Unicit: 
astfel: dacă Ve X şi e =, atunci d&n = d(p(6),e(6) skd(,8) şi | 


III. Spaţii metrice, aplicaţii continue 


L-k? pn È. 
l-k i-k 


— 0 deci şirul (,) este Cauchy. Cum X este 
a&eX astfel încît x, &. Deoarece 
MET CEAR OES kd(x„%), aplicînd lema cleştelui va rezulta că plc) > (5), ! 


n12 É, din unicitatea limitei unul şir 


cum k < 1, rezultă dE,E) = 0 şi ca atare t=¥. 


Comentariu. O aplicație 9 : X > 


X, de coeficient k; un punct £ e X astfel încît p) = 


Q. Atunci principiul contracției se 


spațiu metric complet are un p 


contracție este legat de micşor 
„po, pQ) este mai mică decît di 
Teorema III. 2 se mai numeşte 


atea uriui astfel de punct se demonstrează 


X'ca în enunţ se mai numeşte contracție a spaţiului 


£ se numeşte un punct fix al lui 


mai enunţă pe scurt astfel: orice contracție a unui 


unct fix şi acesta este unic. Termenul de 


area distanțelor, anume distanţa dintre imaginile 
stanţa între:x şi y, oricare ar fi punctele x,y din X. 


“o teoremă de punct fix". 


t 1-(1/10) 


E Nest i Euis 1 NE £ 
Metoda de demonstraţie | este 2 deci & =x, = pla) -l + sa) 0,1099. - 


2. Topologia unui spaţiu metric 
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k=s$ / i 
sup | p'(x)|< 1. Atunci ọ este o contracție de coeficient k, deoarece 
Y x,y e X există v între x şi y astfel încît 


d(e(2),e(9)) = lea) -90)| = | -yp spiky ăla: 


Soluţia iei x= i 
Se S baie x = Q(x) se determină prin metoda aproximaţiil 
. Pentru a da un exemplu c sa 
ia lg ie p oncret, ne propunem să rezolvăm cu 
x — 1 = sinx. O analiză simplă arată că ecuaţia 


are o singură soluţie £ e [0,1]; ecuaţia se scrie echivalent x = 1 ( + sinx) şi 
l Í i . T0 si 

notînd X= [0,1] şi q)=—A i 
ox) wt +sinx), avem o contracție de coeficient 


k= S / 1 , 
„Sup le <- Alegem xp = 0 deci ay = (xo) = + zi punem conditis 


(1/10 1 
5 < 1072, unde 5 = dios) = [xg -1| =£; v: 
(4021) = | x0 - x; | i aloarea minimă a lui 


folosită pentru a determina punctul fix & al lui $, soluţie a ecuaţiei (x) = x, poartă 
numele de metoda aproximațiilor succesive (ale lui Ẹ); prima aproximaţie, xo, este 
aleasă arbitrar, apoi x; = (0), %2 = gl) ete. şi acest şir de aproximaţii converge către 
£. În aplicarea practică a teoremei II]. 2 este necesar de evidenţiat o pereche (X,9). 
asociată în mod corespunzător ecuaţiei de plecare. 


EXEMPLU i = i 
L 2. Fie A= (a; si.jsa o matrice pătratică de ordin 2 (a, e R) cu 
ij 


: 2 

; Vajj<1. Pentru orice i X bı 

vi i maic coloană B= at bube R fie aplicația 
2 


pentru orice n > Oare loc inegalitatea! i 3 p 
Í 9: R? > R’, ox) = AX + B, unde un punct din R2 
y , n i i f 
oloani a coordonatelor sul, aiet punct din R° este identificat cu matricea 


COROLAR. În condițiile teoremei III. 2, 


k” 
dxo% ). 
k la 


dln: 5) S 
28) sa 


(ca 39) = (a11%1 + Cato + bi» Costa + Qaota + bo). 


DEMONSTRAȚIE. În cursul demonstraţiei teoremei am văzut că pentru Orictă Atunci 

ci p este o contracție, de coeficient k = Sa 2 aşa cui 
ÎI < La : j A ij cum se ifică 
! n > 0, p > 1, avem dentin) se şi facem p — *. i jo verifică 


| imediat. Ecuația matriceală 

: 4 $ f ă X=AX +B are soluție unică 

Aşadar, pentru aproximarea Ë = xy, inegalitatea anterioară permite 4 aie prin metoda aproximaţiilor tea X; So H ce pE pogs 
estimare a erorii absolute d&,xy). De exemplu, dacă se doreşte calculul lui 8 “ ? rea 1 = AX +B, Xa = p(Xp) = AX, + B = AB + AB, Bote 1 = 0X0) = B, 
cu o aproximație mai mică decît e (e >.0 prescris), este suficient să alegenl etoda aproximaţiilor succesive se programează fără dificultate 


N j : 
5 <e şi Ẹ se aproximează cu xy, calculul lui xy fiint 


N minim astfel încît k 
2. Topologija unui spațiu metric 


făcut într-un număr finit de paşi. 


În acest 

A să aragraf îi : x a i 9 
EXEMPLUL l. Fie X unul din intervalele (—%,a], [a,b], [a,e) sau R, care suni submulţirni a EE pafi an şa evidenţă anumite tipuri remarcabile de 
spaţii metrice complete; presupunem că 0 ecuaţie Ax) = 0 se scrie echivalen ÎNitţiilor — proprietăţi etric fixat (X,d), permijînd studiul aprofundat al 
sub forma x = (x), unde p:X X este o funcţie derivabilă astfel încă. prietăți locale, globale şi analiza trecerii la limită. 


68 HI. Spaţii metrice, aplicaţii continue 


Definiţia HI. 4. Fie a e X un punct fixat. Pentru orice număr real strict 
pozitiv r > 0, se definesc: 


B(a,r)=lxe X|d(a,x)<r) (bila deschisă de centru a şi rază r) 
B'(a,r)= (ze X|d(a,x) <r) (bila închisă de centru a şi rază r) 
S(a,r)=ixeX| dia, =r} (sfera de centru a şi rază r). 

O mulţime V c X se numeşte vecinătate a punctului a dacă există r > 0 


astfel încît B(a,r) c V, deci V conţine o bilă deschisă centrată în a. Vom nota 
cu V, mulţimea vecinătăţilor lui a. 


Majoritatea noţiunilor importante ale analizei sunt definite local în 


termeni de bile, vecinătăţi, limită etc. şi termenul de topologie corespunde 
etimologiei ("topos” = loc). 


EXEMPLUL 1. Fie X = R, a e Rşir > 0. În acest caz, B(a,r) = intervalul deschis 
(a - ra + r), Bor) = la -r,a +r] şi Sar) = (a -ra+r). 


EXEMPLUL 2. Fie X = R”, a = (@4,ā9--0,) e X, r > 0. În acest caz, bila 
B(a,r) = (x = (rapas) e R | E G-a)? <r’). 
is 
În cazul n = 2 bilele sunt discurile pline, iar pentru n = 3, sferele pline. 


EXEMPLUL 3. Fie X spaţiul metric al funcţiilor mărginite A — R, cu distanța 
"sup'..Dacă fe X şir > 0, bila Bfr) este mulţimea funcţiilor g : A — R astfel 
încît sup |f(x) - g(x)| <r; dacă ge B(fr), atunci VxeA| 
Ax) —r < ga) < Aa) +r. F 


TEOREMA III. 3. (proprietățile vecinătăților unui punct). Fie X 
spațiu metric. i 

1) Pentru orice V e V, avem a e V; 

2) Dacă U e V, şi V> U, atunci Ve V; 

3) Dacă V,, V, € V, atunci V, ^ Vz € Va 

4) Dacă a,b e X, a + b, atunci există V e V, şi We Ý, astfel încît V n W =f 


DEMONSTRAȚIE. 1), 2), 3) rezultă direct din definiţie. Proprietatea 3 se extind 
la orice număr finit de vecinătăţi ale unui punct fixat. Demonstrăm 4) şi f 


p=l 


= 520b), decir > 0. Luăm V = B(a,r) şi W = B(b,r). Rezultă că V şi W sul 


disjuncte, deoarece altminteri 3 xe Vn W deci d(x,a) <r, d(x,b) <r şica ata 
d(a,b) < d(x,a) + d(x,b) < 2r, adică 3r < 2r, absurd. 


D 


3 


2. Topologia unui spaţiu metric 


SNO Š 
rapia Hl. 5. Fie (X,d) un $paţiu metric 
sui i 1 i 
a mnipe D < x se numeşte deschisă (sau un deschis a] lui ă 
> 3r > 0 astfel încât B(a,r) ce D, adică De Y păcii ii, 
i. d 


O submulțime Fc x 


he se zice închisă (închis a] lui X) dacă X \ F = Cp 


es 


EXEMPLUL 1. Ø şi X sunt 


IP simultan 
definiția anterioară rezul 


închise şi deschi 
tă prin re se. Pen; 


t P 
ducere la absurd. me condiția din 


EXEMPLUL 3. În spațiul At OA 
l? + y? > r3) pațiul X=R? discul ti? + Y <r’) şi' exteriorul său 


2 2 pentru 0< ă 
ta +y" < R°) este deschisă. Mulțimea e Ant sa a. circilara 
să, ca şi orice dreptunghi [a,b] x led] n punct din R? este 


EXEMPLUL 4. Fie X 
la} este închisă (căci Y beX 

\ (a) al 
Br) căi {a} şi ca atare, X | (a) e 
o mulţime deschisă 
p=r - dla,x) ). 


un spațiu metric 


TEOREMA III. z ietăți i 

ex A sua fu (proprietățile mulțimilor desch 

VØ Şi. X sunt mulțimi deschise; 
"Orice reuniune de s 

rice intersec 

DØ şi X sunt 

)Ori 


ne 


ise şi închise). 


mulţimi deschise este deschisă; 
ție finită d imi sa éste d 

Kaie e mulțimi deschise este deschisă. 
ce intersecţie de mul 
Tice reuniune finită d 


timi închise este închisă; 
e mulţimi închise este închisă. 


Oomstraj 
cînd fo 


ţia este imediată, 


Afirmaţii pi 
rmulele lui de Morg lg dă: 


rezultă din 2' şi respectiv 3 
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1° Ø, X aparţin lui T; 


2° Orice reuniune de mulţimi din T aparţine colecţiei T; 


0 Orice intersecţie finită de mulţimi din T aparține 
chea (X,T) se numeşte spaţiu top 


este definită o topologie T, iar pere 


1), 2), 3) din teorema III. 4, rezultă că mulțimile de: 
formează o topologie, deci orice spaţiu metric este în mo 


ic (X,d), considerat ca un fel de "spaţiu 


Din nou fixăm un spaţiu metr: 
a interiorul, aderenţa şi 


ambiant“. Pentru orice submulțime A c X vom asoci 


frontiera lui A. 


Definiţia III. 6. Un p 
astfel încît B(a,r) c A, a 


numeşte interiorul lui A, notat Å. 
Un punct ae X se zice ader 


mulțimea acestora se numeşte 
spune că A este densă în X. 


pi 


ine lui T, atunci se spune că pe X 

ologic. Conform 
schise dintr-un spaţiu metric | 
d natural un spaţiu topologic. 


f 


unct a e A se zice interior luj A dacă există r > 0 i 
dică A e V, Mulțimea punctelor interioare lui A se} - 
. : 3. Aplicaţii conti 

ent lui A dacă Y VeV, VnAzBi picaj tinue 


aderența lui A; notată A. Dacă A =X, sef 


$ liceu X c R, Y = R şi cel al funcţii 
ain. cțiilor complexe X c C, Y = C sunt ambele nişte 


Mulțimea Fr A = A O CA se numeşte frontiera lui A. 
pentru orice A C X, iar Fr A este mulţimea 


Este evident că AcAc A, 
punctelor-x € X cu proprietatea că orice 


A cât şi CA. 


EXEMPLUL 1. Fie X=R şi A= 10,1). În acest caz, 


Fr A = 10,1). Apoi Å = Ø, Q = R (deci Q este densă în R) şi 


aparţin aderenţei A. 


EXEMPLUL 2. Fie X = R? şi A = 
Fr A =k? +y = 1. 


EXEMPLUL 3. Dacă A c Bc X, 


Fr A g Fr B (de exemplu, luäm X = 


şi Fr B = (-%,0] U [1,) ). 


(2 +y? < 1. Atunci Å = A, A= (2 +y? < şi 


atunci Å c È, Ac B, dar se poate întîmpla că 
RA=QşiB=QU [0,1]; aici Fr A =} 


Dăm o listă de proprietăți ale interiorului şi închiderii: 


Dacă A este o submulțime a unui spa! 


piu metric X, atunci: 


aå- UDD deschis) deci À este deschisă; 


DcA 


b) A este deschisă dacă şi numai dacă A = Å; 


c) A= N T Q închis) deci A este închisă; 


I>A 


d) A este închisă dacă şi numai dacă A= A. - 
e) Dacă ae X, atunci a € A există un şir (a, 20 


încît a, > a. 


Remarcăm că dacă A c R este o mulţime mărginită, atun 


FrQ=R. 


de puncte din A asi 


bilă centrată în x intersectează atit i 


III. Spaţii metrice, aplicaţii continue | 3 Aplicaţii continue 
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DX\Ā=X\Ā şi X\Å-XVA. 


. DEMONSTRAȚIA rezultă din definiţii. 


Remarcăm că o submulțime A cX este închisă dacă ŞI numal dacă pentru 
orice şi gi H e 
2 
ce şir convergent de puncte din A, limita şirului aparţine de asemenea lui 
A; aceasta justifică termenul de "închisă". De asemenea A c X este densă 


: dacă şi numai dacă orice pun i 
y Ar niz 
i Sp pa p din X este limita unui şir convergent de 


a: x j Fă vi 
Fie (X,d) şi (Y,d') două spații metrice şi f: X — Y o aplicație. Cazul tratat în 


TEOREMA III. i | , 
III. 5. Fie ae X un punct fixat. Sunt echivalente următoarele 


E condiţii: 
ja) VVe Via 3U e V, astfel încît AU) c V; 


À = (0,1), A = [0,1] şi 


ci sup A şi inf A 


b) Y £ > 0 3 ò, > 0 astfel încî 
5 încît d(x,a) < 5, să i ice d 
c) pentru orice şir x, — a, rezultă că O ES 


DEMO; 
RV EPOR b). Presupunem că a) este îndeplinită şi e > 0 este dat. 
put e şi conform ipotezei există U e V, astfel încît AU) c V, A 
z să m Za 0 astfel încît B(a,ò) c U şi se verifică imediat b) i 
ha iguana enoue b) îndeplinită şi fie x, = a Dacă e > 0 este dat, 
conform b). De la un înce i i 
dara) Seeda Pa Aa) rang N încolo avem d(x,,a)< 6 deci 
0> i că i 
Stie dn At c) şi că afirmaţia a) nu ar fi adevărată deci ar exist 
a lui Aa) astfel încît pentru orice vecinătate U a lui a să ave i 
em 


AU) entru orice n2 u: = Dia, —) ŞI alege: e a; 
æ V. Pent: întreg n > 11 U U t 
am B( ) gem x, stfel 


| încît Ax,) e V. Ar rezulta că x, > a şi fix) P Ra) 


Definiţi ă icați 
E 7. Dacă o aplicație f satisface una din condițiile echivalente din 
eg ps ., se spune că feste continuă în punctul a e X. Aplicația f 

e uğ pe A c X dacă este continuă în orice punct a e A; dacă nie 


continuă pe î 
continuă pe întreg X se spune simplu că f este continuă. 


Rgliți Pa c) asunt. numite- i iți j € 

aeh by „Sunt, gumite respegtiy, „definiţia » continuității 

la Ba AS A hsh) Kinos + 
I siłssiiqs gsnomeaes sC „(o = (nf 6-9 


dog A AA Ätanieuos 


SÅ dasbivo imne De- a 
yos 


` 
A 
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COROLAR 1. Fie f:X >R o0 funcție continuă în punctul a e X şi fa)> 0 | 
(respectiv fa) < 0). Atunci f este pozitivă (respectiv negativă) pe o vecinătate 


a lui a. 


şi e >0 ales astfel încât e <fa). Alegem 
teoremei III. 5..a), există U e V, astfel încît | 
— £ > 0. Cazul cînd fa) < 0 se 

| 


DEMONSTRAŢIE. Fie fa) > 0 
V = (fa) - efa) + 2). Conform 
RU cV; Vxe U avem fix) e V deci f(x) > fa) 


tratează analog. 


COROLAR 2. Fie X,Y,Z spaţii metrice şi xb YSZ două aplicații. Dacă 
a e X, feste continuă în a şi g este continuă în Aa), atunci gof este continuă Ş 


în a. Dacă f și g sunt continue, atunci gef este continuă pe X. 


DEMONSTRAȚIE. Dacă x, —> a, atunci feep) > fa) şi af) yga) deci; 


A) > gPa) ete. 

TEOREMA III. 6. Fie f: X> Y 0 aplicaţie între două spaţii metrice. Sunt 
echivalente următoarele afirmaţii: i ; 
a) f este continuă; 


b) pentru orice A C X, FA FA); 
c) pentru orice mulţime F închisă nY, f XF) este închisă în K 
d) Y D c Y deschis, FD) este deschis în X: 


? 


Pie Yace A şi b=fa). Avem de arătat că orice 
V e V, intersectează fA). Dar f este continuă în a şi atunci există U e V$ 
astfel încît AU) c V. Deoarece a e A, rezultă că U intersectează A deci AU) 
intersectează AA) deci V n. fA) z Ø. 

b) = ¢). Avem F = F şi aplicînd b) pentru fF), rezultă 


AF cre cE =F deci FB ef); 
incluziunea inversă fiind evidentă, rezultă că f; XF) este închisă. 


c) > d). Lum F=Y \D deci F este închisă şi 
FP =f Y \ D) =X AFUD) va fi închisă deci FD) este deschisă. 
d) > a). Fie Vae X şi b = fla 
D = B(b,r)c V. Deoarece U =f (D) este deschis şi conține a, rezultă că 
U e V, şi evident KU cD cV deci f satisface condiția a din teorema III. 59 
f rezultă continuă în punctul æ. Acesta din urmă fiind arbitrar, f est 


continuă. 


preii rupe săi tite Pepine dirt E aut? pihet isa 
constantă f: X > X, x»c este continuă (daci 2 Este fik: 
Xp > atunci evident Ax) = e > fa) = c). De asemenea aplicaţia ideni 


DEMONSTRAȚIE. a => b). 


Pa 


conform M 


) Fie Ve V, deci există r > 0 astfel încă -- 
Definiţi ; 
finiţia IH. 8. Un punct a e X se numeşte punct de acumulare pentru A 


3. Aplicaţii continue 
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lx : X > X este continuă. 


EXEMPLUL 2. Aplicațiile s : R2 > F i 
-Aplic : R? > R, s(x,y) = ip: R? 
continue (folosind de exemplu definiția. cu alti pă ide Cid ai 


EXEMPLUL 3. Orice funcţie poli ială 

L 3. polinomială P : C > C,P(z) = aq2* ai 

este continuă (deoarece Y œ e Cgi Z, > 0, rezultă P(z.) a Praid tdi 

e a i 
EXEMP iecţii i ` 
EELO $ Troie ekile canonicë R R” > R, pre) = x; (L <i <n) sunt 
n spațiu metric şi o icați 5 

fo) 5 fale este continuă, atunci şi A far iu ji SH ri 

vii ms A cuie (deoarece f;=p;f şi aplicăm corolaral z t 

cula 2 ; peoe dacă Faro sunt continue, atunci f este continuă 

, £, > x, atunci fix) > fix), 1 < i < n şi ca atare, f(x) = flx)) 

Fa, . 


EXEMPLUL 5. Dacă fg: X , : . 
atunci fg: X >R sunt funcții continue şi A e R o constantă, 


f+e f- e, fe, Ifl, max fe) =Z f+g + f -g minfa) = if+g- fel) 


E sunt de asemenea continue. 


EXEMPLUL 6. Fi i ic şi 
6. Fie X un spaţiu metric şi f : X — C; se pot asocia trei funcţii cu 


„valori reale, anume: : 
t P:X >R, x» Refix) 


(partea reală a lui f); 
(partea imaginară a lui f); 
(modulul lui }. 


Q:X >R, x» Imflx) 
Vl :X > R, x= IA) 
Evident, f= P + iQ, P- LÊ -f 
, f +iĝQ, P =e «EF. Dacă f este continuă, atunci P şi Q 
> P : 3 
unt continue şi reciproc. De asemenea, dacă f este continuă, atunci 
=\ p2 2 ă conți 
IfI VP +Q* rezultă continuă. De exemplu, pentru f : C > C, fz) = z2? 
P + iQ = (x + iy} deci P(x,y) = x? - y? şi Qy) = 2xy i D 


‘< Fizxăm două spații i Y si de 
iiimulțime A e Sp ţii metrice X şi Y şi o aplicație f: A — Y definită pe o 


dacă Y V i i 
e S Va V ^A conţine cel puțin un punct distinct de a. Se spune că f 
idhite limita l d e Y) în punctul de acumulare a şi se scrie 


lim Ax) =} dacă 


xoa 


Raney „fuse LAS y 


mul biah usw 


oloninra šen 99 8999 V J9 IBERO 9f29 p — v lusolssv Ba sodisgistiqor 
Aau( os Je Dă £ RD ES E ` 2 soiai yi 
k x q 
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Dacă ? = lim fix istă i există şi limi 
pl ) există, atunci există şi limita lui f în a după orice direcție 


x) dacă xeAlla) 


(reciproc, nu). Fie f(x 1 
r i y) =ax+ysin, x#0 şi E 

d şi f(x,y) = 0 dacă x = : 
este continuă în punctul a. x £ 0. Atunci 


funcţia g : A > Y, g(x) = 


L dacă Ẹx=a lim fx,y)=0; lim limfe) 


2.9) > (0,0) 2300 =0 dar lim(lim fix 22) nu există. 


y—>0ix—0 


ice şir x, DO, Fa rezultă 
n Li n ? 


Aceasta este echivalent cu faptul că pentru or 
A este un punct de acumulare 


f:A>YAcXsşiae 


A) > L Evident, dacă 
tru A, atunci f este co tinuă în a dacă şi numai dacă limita lim Ax 4. Funcţii c i Ce 
pentru A, atunci f este contmuā $ i lim fe ) E sina in $ ontinue pe mulțimi compacte 
există şi este egală cu fa). Pentru a demonstra că f : A > Y nu are limită în + ŞI pe mu fimi conexe 
să evidențiem două şiruri 4 


punctul de acumulare a al lui A este suficient 
i Fie X un spațiu metric. 


1 i 1 
XI ata Da Ann cA \ la) 


Definiția II. 9. O submulţi 0; actă (sau un 
. Ie ulţime Kcă se numeşt p: 
i l e e com; t 
compact) dacă din orice acoperire a lui K formată din mulțimi gi se 
s g 


poate extrage o subacoperire finită, adică ori de cîte ori Kc U D D 
„cu; 


astfel încât fie că unul din şirurile fær ), fl) nu este convergent, fie că aceste 


convergente dar nu au aceeaşi limită. 


şiruri sunt 


2 


2 f 
ieX-R, Y=! =p if: -2 -Y $ deschişi î istă P ` i 
EXEMPLUL 1. i i, Y =R, A = R° \ (0,0) şi f:A >R, Ay) = E schişi în X, există o submulțime finită J c I astfel încît Kc ÙD, 
Limita lim X_-Y_ nu există deoarece luînd şirul LA — (0,0), cu À t ied * 
9209) x? y’ pda É O submulțime M c X 
pe) 9 -92 : A C X se zice mărgini SE 
parametru real, avem (ai); Lr şi lim J) depinde de A. achine, ginită dacă ea este conținută într-o bilă 
nn) 1+ nas n n e poate demonstra că fa SN 
A ptul că o submul 
echi A eia ulțime K c X est 
sua rasi etala că orice şir de puncte din K are un subşir bine vrea 
EXEMPLUL. 2. Fie Y = Rşifg: A > R(A c X) două funcţii numerice astfel inct- compactă dacă şi fiii, x = K se demonstrează că o pa ultra 
E A 2 5 acă este închisă şi mărginită - 
lim f(x) = 0. De exemplu, Spaţiul X însuşi se zice compact dacă malfimea X ra compactă, ad 
pactă, adică orice 


yxeA, Aol < g(x). Dacă lim g(x) =0, atunci 


xoa 


xa 


şir de i i 
puncte din X are un subşir convergent. Dacă spaţiul X este compact 


3 3 
lim  —% —=0, deoarece || x] pentru orice (x,y) + (0,0). atunci el este complet 
as) 23100) x? +y? x? +y i 


EXEMPLUL 1. Orice interval [a,b este un spaţiu metric compact. De asemenea 
> 
orice par alelipiped P= laba] x lagba] XX a,b] din R” este o mulţime 


Anume, dacă 
compactă (fiind închisă şi mărginită). 


| Y = R, limita se face pe componente. 
fp), atunci f are limită în a & fofo au limită în 


EXEMPLUL 3. În cazu 
f:4> W, F) = fa). 


a şi în plus -lim fx) = (lim fular) +. lim Fp. 
x—a xoa xoa 


EXEMPLUL 2. Sfera 
; : Sp = ((yz) e R? | x? +y? + 22 i eli 
ay 2 e R’ |x? +y” +z°=1} şi elipsoidul plin 


+z?<1} sunt mulțimi compacte. 


un punct de acumulare a lui A şi f: A > Y| 
se poate defini limita lui f în punctul í 


+ tv al 


. EXEMPLUL 4. Fie X = RP,Acă,a 
Pentru orice vector nenul v din R? 


a fiind lim fa + tv); evident, punctele x = d 
t0 


-EXEMPLUL 3. Fi i 
. Fie X un spaţiu metric discret infinit. El este o mulţime închisă 


mărginită í ă 

lu ă, dar nu este compactă (căci X= U (a), mulțimile (a) sunt 
se : . ~ À, x i 

şi nu există o subacoperire finită pentru că ar rezulta că mulți: 

; mea 


după direcţia lui v c 


ă terminologik: 


proprietatea că vectorul x — a este coliniar cu v, ceea ce justific: 
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X este finită). 


3 


TEOREMA HI. 7. Fie f:X> Yo aplicație continuă între două spații metrice ` 
şi Kcăo submulțime compactă. Atunci AK) este compactă. 


DEMONSTRAȚIE. Fie fK) c U D; cu D; deschişi în Y. Atunci 
cel 


. Kef XU D)= U FD; sif D) sunt deschişi în X, conform teoremei III. 6. 
iel iel 


Deoarece K este compactă, există J c I finită astfel încît Kc U f -(D;) deci 
$ ied 


ROcRU FD) = UR DDE U D;. Aşadar, 
ieJ ieJ ied 


a lui AK) se poate extrage una finită şi ca atare mulțimea 


diri orice acoperire deschisă 


Reamintim că o funcţie f : X> Reste 
mărginită; în acest caz, 
spune că f îşi atinge mar; 
sup f = fa) şi inf f = fb). Cu aceste pregătiri, rezultă: 


X > Ro funcţie continuă cu 


COROLAR. Fie f: 
act, atunci f este mărginită şi îşi atinge marginile. 


spaţiu metric comp 


III. 7, mulţimea AX) rezultă compactă deci 
f este funcţie mărginită. În plus, numerele 


vor.aparţine de fapt lui AX), deoarece 


DEMONSTRAŢIE. Conform teoremei 
este închisă şi mărginită. Aşadar, 


reale sup f, inf f care aparţin lui FĂ), 
TØ = FĂ). 


EXEMPLUL 1. Funcţia f: (0,1) > R, fix) = 1/x. este continuă, dar nu este 
mărginită; marginile ei sunt inf f = 1 ṣi sup f = te şi nu sunt atinse. Aşadar, 
ipoteza de compacitate din corolarul precedent este esenţială. 


necoliniare în plan şi X 


EXEMPLUL 2. Fie A,B,C trei puncte distincte şi 
obţinută reunind cele trei 


- triunghiul ABC (interiorul reunit cu frontiera sa, 
laturi). Atunci suma MA + MB + MC, unde M este 
planul triunghiului, are minimul şi maximul 
mulţime compactă 
aplică precedentul 
o funcţie continuă de coordonatele lui M). 


Y între două spaţii metrice se numeştă 
35%.)>0 astfel încît V xy eX 
literă d distanțe! 


Definiţia III. 10. O aplicație f : X > 
uniform continuă dacă Ye>0 
d(x,y) < Sle), să avem aR) < e- (Am notat cu aceeaşi 


în X şi Y). 


AK) este compactă. d 


mărginită dacă mulțimea AD este $ 
se notează sup f= sup AX şi inf f= inf AX) şi se f 
ginile dacă există puncte a,b în X astfel încît £ 


valori reale. Dacă X este un 


un punct oarecare ding. 
atinse în X. Într-adevăr, X est COROLAR ie 
„iar suma respectivă "variază continuu cu punctul M" şi sef 9 „ Pentru orice funcție continuă f: [a,b] -> R ist; 

* la, există un şir 


corolar (fixînd un reper în planul triunghiului, suma devină: 


4. Funcţii 7 icre 
uncţii continue pe mulțimi compacte şi pe mulțimi conexe 
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Eviden i icație uni 
t, orice aplicaţie uniform continuă este continuă 


TEOREMA III. 8. Da 
3 . 8. Dacă f : X > ; z 
este uniform costi. pe X. Y este continuă şi X este compact, atunci f 


DEMONSTRAȚIE. ixă 
ȚIE. Fixăm V e > 0. Cum f este continuă în orice punct a e'X, 


există 6(a)>0 astfel încît dixa ô implică dfx a s vident. 
( > )< 3 
(A ) Â D< E 3 


X- U Ba, d(0)) şi 
su: 3 Şi cum X este compact, există un număr finit de puncte 


"a: € X astfel încît 
Sla) 
2 


X= Bta, 22). ÚB, SCP 
2 


i i ea 
) şi fie 5 = min(6(a.),...;5(0,)) 


deci $ i i 
eci ô > 0 (strict !). Fie acum V x,y e X cu d(x,y) < 5. Atunci există i, 1 <i < 
Xi / „Isi<p, 


5 


astfel încît x e B(a; a) l 
a;, 3 ) şi ca atare, d (fx) Rad < deci 


s(a; 


d(y,a;)<d(y,x) +d(x,a;) <ô + 


; <õ (a) deci LFO), fa) <E. 
3 2 
n concluzie, d(flx),f(y))<d(Ax),fla;) + dA, fa) < 2 + 2 =e. Aşadar, f est 
a Er , f este 


uniform continuă. pe X. 


EXEMPLU. Funcția :R JX) = X n ' . Z CON > 
) a. ar 
; Í i >R, K x“ nu este uniform continuă Înc contr 
să luăm e = 1; atunci există 6 > 1 astfel încî A xyeR a |x -= y] ò să 
t V < 


rezùlte |x? - y*| < 1. Fie 
- x=n,y= 
Ai + 8?/4 < 1, ceea ce este ad n + 52 cun 2 1 natural. Atunci V n 2 1, 


` O funcţie f: 
diviziune i A = a Aia sa pimai etajată (sau în scară) dacă există o 
constantă 1<- <2 = b a intervalului [a,b] astfel încît f să 
pe fiecare din intervalele (ax), [e}x3), -.., ke 5 A de fi 
o Ar- pt). rifică 


imediat că suma, difere 
nedi z nţa, ă ii etaj 
mita ţa, produsul a două funcţii etajate pe [a,b] au aceeaşi 


a,b] = R de funcţii etajate astfel încît ș,—f în My. ` 
a,bl* 


MONSTRAȚIE. Fixă 
= na dea a > 0. Deoarece f este uniform continuă există 5 > 0 
y e labil, |x-yl<5, -|< Alegem puncte 


HI. Spaţii metrice, aplicaţii continue 


echidistante Xo = Xian 7 b astfel încît x;-Xi-17 b-a<ö pentru 
n 
: [a,b] > R punînd e.) = fa) dacă 


1<i<n şi definim funcţia etajată $, 
n P) = fa - „) dacă x e be, - vb. 


x e lax); 90) = fx) dacă x € Îcat9) - 


Evident |9, -fl= sup 900) - fix) | <s; ultima inegalitate este o consecinţă 
xe la, b] 


a faptului că VY x € [a,b] aparţine exact unui interval fx; px) Sin al 
diviziunii şi cum X;—X%;-1S 5, rezultă |e.() - fl = i-a Ko <e; 
această relație are loc şi pentru x = b. Luăm e= 1n, n21 şi găsim 
e: ab] >R etajate astfel încît lỌn fi < In deci 9, >f- , 


Definiţia II. 11. Un spațiu metric X se 


submulțimi deschise şi nevide A,B astfel încât AUB =X şi AnNB=9. 


Echivalent, X este conex = orice submulțime nevidă simultan închisă şi 


deschisă în X coincide cu X. 


a unui spaţiu metric se numeşte conexă dacă este 
aceasta revine la faptul că nu 
ND,0C=5, 


O submulțime C c X 
conexă ca spațiu metric cu 'distanţa indusă; 
există mulţimi deschise nevide D,, Dz în X astfel încît D, 
D,n0z0,Dan0+şi Ce D,Y Da 

Se poate arăta că o submulțime Z a lui R este conexă dacă şi numai dacă este 
un interval (adică V a,b e I,a < b, avem [a,b] c D. Dacă u,v e R” se defineşte 
segmentul (uul = (1 = bu + tu|t e 10,1) de capete u,v. O mulţime deschisă 
-D c R” este conexă « pentru orice a,b e D există o linie poligonală L care 


uneşte a,b şi este conținută în D (aşadar, J x1%2»:%p € D astfel încît 
L = lax] U bata] Y o Y ix, - pl E D). Intuitiv, mulțimile conexe sunt 
mulțimi "dintr-o bucată". De altfel, se poate arăta că dacă (A); ez Sunt 


submulțimi conexe ale unui spațiu metric X şi dacă N At ø, atunci U A; 
. : i iel 


iel 


este conexă. 


aplicație continuă şi surjectivă între două 


TEOREMA IH. 9. Fie f:X >Y o 
atunci Y este conex. 


spații metrice. Dacă X este conex, 


DEMONSTRAȚIE. Dacă Y ar fi neconex,atunci ar 
nevide A,B c Y astfel înctA UuB=Y,ANB= 
asemenea deschise (căci f este continuă), 
plusă = fHA)U fF1B), FA) nf 8 = Ø. Deci X ar rezulta neconex, absu 


COROLAR. (G. DARBOUX, 1842 — 1917) Fief: X > Ro aplicație continuă P 
un spațiu metric conex. Dacă există puncte a,b în X astfel încît fa) <09 


G 


numeşte conex dacă nu există | 
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fb) > 0, atunci există č e X astfel încît AE) = 0. 


DEMONSTRA! i 
'ȚIE. Mulțimea AX) c Rrezultă conexă conform teoremei III. 9. deci 


va fi un interval. Atunci 
rca ci Ra) fO) c AX. Dar 0 aparţine intervalului fa) Ae) : 


EXEMPLU. imilă ămi 

ag SEE otite Pămîntului cu o suprafaţă sferică X, co ă 

e “i PEIRES unui punct variază continuu cu uel 
n ă puncte diametral o „E i 

insertie puse £, Ẹ pe X avi i 

$ ETAR sita Yx s X notăm cu x diametral Poan sei 

ctul x. Se consideră funcți inuă 
AT aleea un funcția continuă f: 
fi (47). Se observă că Ax) Ad) < 0 deci conform corolarului di 


; ate X astfel încît AE) = 0 adică t€) = 4%). 


Oaplicaţief: X > Yî 
: între două spaţii metri 
e etrice se n ; 
f este bijectivă inuă si fl umeşte omeomorfi: ă 
omeo: e fi A. Continuă şi f~ este continuă..Două spaţii metri a dacă 
meomorfe dacă există un omeomorfism între ele PEE ae 


Multe di iuni ni jor — conexe, 
F n nojpiu: le definite anterior închişi, compacţi mulţimi 
tă > , 


exista două mulţimi deschisă: 
Ø. Atunci FIA), FB) ar fi 4 
nevide (căci f este surjectivă) şi Ù 


continuitate, se extind fără di ăți pri 

ir i ificultăți principi ai 

a i iră d ipiale la cazul 

si sa LA ic a lee topologice (ce pot fi franlate fn ie £ 

invariante la omeomorfisme; 

AETS i p sme; de exemplu dacă f : 

ee a ei atunci o submulțime A a lui X este i SI a k 
, conexă) dacă şi numai dacă AA) are această aie ji Ca 


5. 10 exerciții 


1.a) Să se calculeze lim n_ 2-11 


n 
nasl nr! 241. n g HR 
bio A =l A,A a 
i Ss Vn |, n21. Să se determine parametrul real A. dacă punctul 


ü : 
ADA este la distanţa minimă de (1,6%) în R. 


Fie f:X-—Y o bijecţie şi 
Li fa) o bijecţie şi 5 o distanță pe Y. Să se 
(x, i f i è a 4 x 
că ad SA D dop et Citaj pe X Folosind acant sendita, ra 
t : fede aia ,y) = |arctgx — arctgy| se obți : 3 Ceea 
spaţiu metric, şirul x, = n este Cauchy, dar E Aia a 


x 
Ă = < dacă xeR 
entru orice x e R, notăm ọ(x) = 1+ a] 
1 dacă x=% 
-1 dacă x=-ce 


80 III. Spaţii metrice, aplicaţii continue 
Să se arate că mulţimea R este un spaţiu metric compact relativ la distanța 
d(z,y) = țel) — 90)]. Explicitaţi bila B(co,r), r > 0. 


4. Folosind principiul contracţiei, să se rezolve (în R), cu aproximaţie 1073, ecuaţiile: 
a) x? + 12x — 1 = 0; 

b) 3x +e” = 1; 

o) xÉ +? -2,1 = 0. 


5. a) Să se arate că dacă a,b e C şi |a| < 1, atunci aplicația ọ : C > C, pz)=az+b | 
este o contracție. i 
b) Fie D o dreaptă fixată dintr-un plan P şi y : P — P aplicaţia care asociază oricărui | 
punct a e P, proiecția ortogonală a lui a pe D. Este y o contracție ? Care sunt punctele | 
fixe ale lui y ? -o 

N 
6. a) Dacă fg : X -> Y sunt aplicaţii continue, A c X este densă şi V x e A, Ax) =g), | 
să se arate că f=g. i 
b) Fie X un spaţiu metric şi x, — a. Să se arate că mulţimea (a,x7x2,...) este compactă. | 
c) Fie (X,d) şi (X',d’) spaţii metrice. Să se arate că Xx X’ este spaţiu metric relativ la $ 
distanţa 5 definită prin 5(45,),y,y)) = day) + d'y’) şi că dacă X, X’ sunt compacte, | 
la fel este X x X. 


7. Care din mulțimile următoare: 

A =laye R j +y? 21), 

A=lze C|1< |z| <2}, 

A= lze C|lz-il<2), E 

A = leo) e R | 1 sa +y? <4, =1<z <1). 
sunt: a) deschise; b) închise; c) compacte; d) conexe ? 


1 


8. Să se studieze continuitatea următoarelor funcții: 


3 4 943 
A x +29. dacă (x,y) = (0,0) 
a) f: R? >R, fa) | x? +y? 


0 dacă (xy) = (0,0) 


dacă 20 
b) f: R? >R, fly) = et 


dacă xy<0 
; -Ž_ dacă z+0 
Of: CC, fe)=; |z] 
, 0 dacă 


9. Fie f: X > Y o aplicaţie continuă şi bijectivă între spaţii metrice. Să se arate dif 
dașă X este compact, atunci f este un omeomorfism. i 


10. Fie X un spaţiu metric şi ô : X x R > X o aplicaţie continuă astfel încît: 
10 Y x e X, 5x,0) = x; 


i „6.a) Fie xe X. Deoarece A este densă, există un şir a 
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2VazeX, tite R, SSC = , 
, tota f XÉ), t) = Bat, + to). Să se arate că Y icați 
T, : X > X, x > 6lat) este un oineoniai fiti. i i ` fie 9 JORA 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


1. a) Limita se face pe'componente şi este (1/2,1,0,1). 
b) lim A, = (ef, 1); distanţa este (e? - 1)2 + (eà - 192 


ne 


şi problema revine la a determina 
minimul funcţiei dg o variabilă f(A) = e” - 2e? + e“ -~ 2e, 


2s $ R x r 
e verifică imediat D, D; „Da. Funcția arctg : R > Cit este bijectivă. Avem 


IA 


dia, , ps) = |aretg(n +p) - arctgn |= laretg — 2 | = Pa sl 


adie l+n(n+p) l+n(n+p) n 
eci şirul x, = n este Cauchy. Dacă ar exista / e R astfel încît x, > L, ar rezulta că 


nos 


lim |arctgn - arctgl | =0, adică 5 - arctgl = 0; absurd. 


3. Aplicația [5] : R > [-1,1] este bijectivă şi se aplică exercițiul 2, luînd 5 = distanţa 
euclidiană pe intervalul [-1,1]. Se observă că 9 şi 9”! sunt continue deci e este un 
omeomorfism. Deoarece intervalul [-1,1] este compact, rezultă că R este compact 


Dacă 0 < r < 1, atunci bila B(ee,r) este tocmai intervalul $ = e etc. 
r 


; luăm X = [0,1] şi set 
x? + 12 OA Apa) x2 + 12 


4.2) x= 


Se ot i 
de coeficient k =._2_; se obține & « 0,0833 
169° d ` 
b) x= 1 (i -e); 
3 ); 


c) Ecuația se scrie x = 


xt+x 


5. a) d(p(z),cp(2/)) = Joe) — Pl. lalz - 2) = ja] de şi k = jal; 


) nu este o contracţi 


an ie (se obține k < 1 şi nu k < 1); punctele fixe sunt punctele de pe 


pă cu aE Å. Atunci 


n= oo no ndo 


fo =A lim a,„) = lim fan) = lim g(a,) =g(lim a,)=g(x) deci f =g. 


ne 
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b) Fie K =la ,xXo,t1X2 t} şi KC U D; o acoperire deschisă. Deoarece a é K, 3 ip astfel 
iel 

încît ae D; şi toți termenii şirului începînd de la un rang încolo aparțin la deschisul 

Diy Aşadar, mulțimea K poate fi inclusă în reuniunea unui număr finit de deschişi D; 


deci este compactă. 
c) Un şir EAE ) este convergent în X x X e (Œ) este convergent în X şi (a în X. 


7. A, este închisă şi conexă; A, este deschisă şi conexă; A, este închisă, compactă şi 
conexă; A, este închisă, compactă şi conexă. 


lim f(x,y) =0=£(0,0) deci feste continuă 


8. a) feste continuă pe R? \ ((0,0)); apoi 
œ) > (0,0) 


şi în origine; 
b) feste continuă în cele patru cadrane deschise şi în origine; 
c) feste continuă în C 1 (0). 


9. Arătăm că aplicaţia g = f“ 1. Y -> X este continuă, adică întoarce închişi în închişi; 


dar dacă F c X este un închis, atunci X fiind compact, rezultă că F este compact şi $ 


gF) = AF) rezultă compact deci închis în Y. Rezultă că g este continuă. 


10. Aplicația 7, este continuă (căci x, > x implică lxt) — dt) deci 7) > q); 
apoi 7, este bijectivă, avînd ca inversă 7. iar această inversă este de asemenea 
continuă. 

Acest exerciţiu este începutul teoriei sistemelor dinamice. Tripletul (X,R,5) este 
numit un sistem dinamic în X; elementele lui X se numesc stări; dacă x e X, atunci 
î(x,t) es numeşte starea sistemului la momentul £ dacă starea lui la momentul 0 era 
x. Funcţia ô se numeşte tranziţia de stări, iar 1, tranziţia la momentul t. Pentru x e X 
fixată, aplicaţia R — X, t > &(x,t) se numeşte mişcarea sistemului prin x, iar mulțimea 
(5tx,t) | £ € R} este orbita lui x. 


LECȚIA A IV-A 


SPAȚII VECTORIALE NORMATE 
SERII DE FUNCȚII 


INTRODUCERE 


Spațiile vectoriale normate (SVN) constituie cadrul natural pentru teori 
seriilor, deoarece în orice SVN se pot face sume finite şi treceri la limita 
Totodată se dezvoltă concepte importante de analiză liniară şi de t a 
ia care îl interesează nu numai pe matematician, dar k; pe iara, 
oțiunea de spaţiu vectorial normat a fost introdusă de mat tici l 
american N. WIENER (1894 - 1970) şi se dovedeşte în i ieri 
inepuizabil. Bineînţeles, noi ne restrîngem la i a orala ela ; 
bază, care permit familiarizarea cu noul domeniu desprins din An liza 
matematică şi anume Analiza funcțională. 5 pie 


irurile şi seriil ii itui i i 
Şi şi seriile de funcţii constituie un instrument esenţial în "jocul cu 


infinitul" imati 
nitul", în formule aproximative dar cu evaluarea erorii. Seriile de puteri şi - 


seriile trigonometrice reprezintă cazuri particulare şi merit t 
p: i p: Ş. ă un studiu 


1. Normă, spaţiu Banach 
În cele ce urmează, prin H vom desemna fie corpul R, fie corpul C. 


D | sys > É g ` 
efiniția IV. 1. Fie E un H- spațiu vectorial. O aplicație]: | : E—R, x= || 
se numeşte normă pe E dacă: 


Ni. Vaze E, | 20 şi ixl =0 © x=0 (pozitivitate); 
No. Y xy e E, Jx +y| < lx] + Iyl (inegalitatea triunghiului); 


Na. Vae H,xe E, lox] = |a|Ix] (omogenitate). 


n. spaţiu vectorial pe care ă ă i i 
ceara p este fixată o normă se numeşte spaţiu vectorial 
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Ca: o consecinţă, pentru orice xy, X, € E avem 


n n 


2 As 


i=l i=1 
În primul caz se raţionează prin inducţie. Apoi 
læ} = 1x -y + yis he -yl + by deci Iel - bl st -yi 


schimbînd x cu y avem |yf — [x] < y - xl = lx - yl- 


[că şi Y xy e E, [ixl - lyi] sie -yh 


EXEMPLUL 1. Fie H = R, E = R”. Pentru orice x e E, x = (xy, Xn), se definesc 


1 n 
Iziz = È a}, ixl; = L 
2 pă 


leil, Ich = max|z;] - 
i 


Se verifică în fiecare caz în parte proprietăţile N}, Na, Ng şi se obţin trei $ 


norme pe spaţiul R” şi trei exemple de R - spaţiu vectorial normat. 


n 1 n 
izlo f$ me}, izl; = DD zi, lzi. = max|z;| > 
i=l, iz ă 
definind norme pe spaţiul C’. 
EXEMPLUL 3. Fie H = R. Definim 
a) h= f= tenzo lx eR, Yn şi seria Ý |x,| este 


n2 


c); 
1, este un SVN, relativ la norma definită prin 


ixi = È ca 
n=0 


az 2 
b) laz fez (ehz | x ER, Yn şi seria L x, este 
g Ean n2 


o]; 


l, este un SVN relativ la norma 


afa 
i = (E 27. 


n=0 
o) În = {£= (cu nzo | ae, Yn şi x este un şir mărginit}; 
Spaţiul 7, este un SVN real relativ la norma |x| = supj zn |- (Operaţiile în a, 


b, c, sunt cele naturale). 
Exemple analoage se construiesc peste corpul H = C. 


i 1. Normă, spaţiu Banach 
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EXEMPLUL 4. Fie A o mulţime nevidă şi E = MA) mulţimea funcţiilor 
mărginite A — R. Pentru orice fe E, norma-sup este definită prin 


I = sup| A) |. 
xeA 


` Se verifică N}, N2,N3 şi MA) este un SNV real relativ la norma-sup. 


„ EXEMPLUL 5. Dacă X este un spaţiu metric compact, notăm cu C(X) mulţimea 


funcţiilor continue X — R; orice astfel de funcţie este mărginită deci C(X) este 


” un subspaţiu al lui MX) şi în plus, C(A) este un SVN real relativ la norma- 
l sup. În cazul cîndèX = la, bl, notăm Cla, b] în loc de Cla, 5), mulţimea 
| funcţiilor continue f : la, b] — R; pentru orice fe Cla, 5], definim 


b 
W= JID 


şi se obține astfel o altă normă pe spațiul Cla, b], în afara normei-sup. 
EXEMPLUL 2. Fie H = C, E = Œ. Pentru orice z = (Z4, -> z„) e E se definesc È 


Revenim la ca cazul general şi fie (E, ||) un spaţiu vectorial normat peste 


H. Pentru orice x, y e E punem d(x,y) = | -y]| şi în acest mod se defineşte o 
distanță pe E. Aşadar, orice SVN este în mod natural un spaţiu metric 
(reciproc, nu; de exemplu Q nu este nici măcar R — spaţiu vectorial, deşi este 


spaţiu metric relativ la distanţa euclidiană d(x,y) = [x — y|). Elementele unui 
SVN se numesc vectori, sau după caz, puncte. 


În orice SVN există un punct remarcabil, originea 0 şi norma oricărui vector 
x este tocmai distanţa de la origine la x, anume lxil = jæ — O = d (x,0) = d(0,x). 
Fie E un H — spaţiu vectorial normat; pentru un şir (4, = o de puncte din E 


avem x, >x o lim |x, -x]=0. 
nos 


Definiţia IV. 2. Un H — spaţiu vectorial normat se numeşte spaţiu Banach 
dacă el este complet (adită orice şir Cauchy este convergent). 


y EXEMPLUL 1. R” este spaţiu Banach (relativ la norma Il); similar pentru C”. 
“Argumentul îl constituie teorema III. 1. a). 


EXEMPLUL 2. Se poate demonstra că lp lo le sunt spaţii Banach. 


EXEMPLUL 3. Pentru orice spațiu metric X, spaţiul MĂ) este Banach relativ 
rma-sup (conform teoremei III. 1. b)). 


OREMA IV. 1. Fie E un H - spaţiu vectorial normat. | 
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a) Dacă x, >x, Yp >y (în E) şi 0, >Q (în H), atunci £, +Y > x+y Şi 
Q£, > ax în E. | ; 
b) Aplicația N: E > R, x > [| este uniform continuă. 


c) Pentru orice x e E şi r > 0, avem Br) = B(x,r). 
4) O submulțime ACE este mărginită & mulţimea {ixi ;x € A) „este 
mărginită în R. 


DEMONSTRAȚIE. a) Este suficient de observat că 
læn + Yn -x -yl S len -xl + Yn YI şi că 
læn - 0 = An(n = 2) + (On = 0l S lanl en =l + lor = cul et 
şi să aplicăm lema cleştelui. 


b)| loci -1yil | < ix -yl etc. 
c) Fiey e Bir) cu ly — xl Sr şi (0) 0 < On < 1, Y ne N, cu œ, > 1. Atunci 


Yn =X +O — x) e B(x,r) ṣi y, > y deci ye Bar) etc. 


Fie E un SVN şi (@„)n 20 un şir de elemente din E. Se defineşte şirul | 


Seria > a, se zice 


(sn =o al sumelor parţiale, s, = Qo tat... ta: 
n20 


adică 


E a, se 


n20 


s(se E) dacă 


lim Jao +a; +. +a -si=0. În acest caz, a, = Sp —.Sn-1 — 0. Seria 

naw 

zice absolut convergentă (AC) dacă seria de numere reale şi pozitive 
P 

X la este C. 


n20 


convergentă, cu suma S, S, 


TEOREMA IV. 2. într-un spațiu Banach E, orice serie AC este C. 


DEMONSTRAŢIE. Fie DD a, presupusă AC şi e > 0 arbitrar fixat. Deoarece 


| n20 

seria £ ja„l este C, rezultă că există N(e) astfel încît Yn > Me), (Vp 21 
n20 

lan al +- + lan pl <E. Dar atunci ja, „1 € *@n+pl <E adică |sp+p Sal <E: 


Deci şirul (5,)„zp este Cauchy şi cum E este complet, şirul (5,)„>o rezultă i 


convergent, adică seria >. a, este C. 
n20 
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2. Şiruri şi serii de funcții 


Fie A o mulțime nevidă, (f,)„>ọ un şi ji i 
| idă, Fazo şir de funcții A > R şi f: A -> R o altă 
funcţie. Rezultatele rămîn valabile şi în cazul funcţiilor cu valori coniplexe. E 


Definiția IV. 3. Se spune că şirul f )>ọ este punctual (sau simplu) 


f | PC 
convergent pe A către f şi se scrie f, — f dacă Vxy e A, f (2o) — Axo). 


Şirul (f,zo se zice uniform convergent pe A către f şi se scrie f, pes f dacă 
z n 

V e >0 3 Ni înc 

y A (e) natural astfel încît Yn > N(e), |f (œ) — A)| < e, pentru orice 


TEOREMA IV. 3. Fie (f )„»o un şir în MA) şi fe MA). 


uc l 
a) Avem f, > fo lim ifn -Al =0 (pentru norma-sup), adică f, > f în MA). 


“n= 


b) Dacă șirul f, este UC pe A, atunci f, este PC pe A. 


uc i f 
DEMONSTRAȚIE. a) Faptul că f, — f este echivalent cu aceea că Ve > 0 IN(e) 


natural astfel încît Yn 2 N(e), sup| fp) -fx)| Se, adică [f, -fl<e deci este 
xe 


echivalent cu lim Jf, -Al = 0. 


nos 


uc 
b) Dacă f, > f, atunci Y xọ € A este îndeplinită, conform definiției IV. 3 


următoarea condiție: Ve >03N(e) natural astfel încât Yn > Nle) 


IF) — Aco)l < e deci f,(a0) > Axo). Aşadar, f, o f. 


pag ea Studiul PC şi "UC se realizează după următoarea schemă: 
tapa I. Fiind dat şirul de funcţii f, : A >R, se calculează Ax)= lim f(x) şi se 


ne 


dei ină i 
termină mulţimea B c A a acelor x pentru care această limită există şi este finită. 


Ei = g PC 
stapa a Il-a,yRezultă:că f,:r> fpe B.;Se; calculează: e, = f, fl = supl fya) -A)| 
iti: cai ` xeB e 


folosi ; yit t 
Motind eventual tablop} de vazișțis-ahfhașiei A = Lee wlia] musor 
e £ £ y 
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uc $ 
Etapa a II-a. Dacă e, — 0 atunci fa > f pe B. Dacă £, > 0, convergența nu este 


uniformă. 


În cazul cînd A = [a,b], se poate da o interpretare geometrică sugestivă: faptul că 


uc À 
fa > f pe la,b] revine la aceea că Ys > 0, în "tubul" delimitat de graficele funcțiilor 


f- s£, f+ s, începînd de la un anumit rang sunt situate toate graficele funcțiilor f,. 


EXEMPLUL 1. Fie = [0,1) ṣi}, œ) = x”, n > 1. Evident lim f,(x) = 0 pentru orice £ 


nao 


PC 
x e A deci fp > f pe À. Apoi If, - Ol = sup |x2| =1 Æ 0. Deci f, nu este UC pe 


; Jc , 
A. Dar fy, > pe orice interval B = [0,r] cu 0 <r < 1, deoarece în acest caz, § 


If, = Ol = sapja ”| =rho0. 


no 


EXEMPLUL 2. Fie A = [-2,2] şi ful) = A i „Avem lim f(x) = 1, Vx e A şi 
3 n+ Pi 


= uc 
If - 1 = sup [XE - 1| = sup je = 1] = _3__0 deci f, > l pe A. 
zea n+l xea n+l n+l 


O problemă importantă o constituie transferul de proprietăți de la un şir 
de funcţii la funcţia limită. În acest sens, are loc 


TEOREMA IV. 4. Fie X un spaţiu metric şi fp f: X > R. Dacă Yn 2 0, f, suat 


uc 
continue şi dacă f, — f pe X, atunci f este continuă. 


DEMONSTRAȚIE. Avem de arătat că f este continuă în orice punct a e X. Fie 
ž„, >a deci trebuie arătat că Ax) — fa). Fixăm e> 0 arbitrar. Deoarece 


uc “ . i 
fa > f pe X pentru p > %, există un rang N = N(e) astfel încît Yp >N, 
I) - fl < $ y x e X; în particular, f&n) -fEl s$ şi Ifa) - fa) < 5 
În fine, deoarece funcția fy este continuă în a, rezultă că ff, — fala) deci 
€ 


pentru orice n suficient de mare, |fatx,) - futa)| < 5: Atunci pentru orice n de 


la-un rang încolo, scriind că g 
Pi fat)? fa) ai fe) = REME fel) = fa) ¥ ORION i 
rezultă pernă pet Bad 3 Baditeaăueraiipizey $ Ri invănovs brizoldi 
cau 333 dia i 


aon 
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PERENA IV. 5. Dacă X este un spațiu metric compact, atunci spațiul C(X) 
uncțiilor continue X — R este un spațiu Banach, relativ la norma-sup 


DEMONSTRAȚIE. Evident C(X) c MX), deoarece X este compact. Dacă (C) 
n 


n20 


este un şir Cauchy în C(X), atunci el este şir Cauchy în MX), care este spațiu 
metric complet (relativ la "sup"). Rezultă că există fe MX) astfel încît f, >f 
n 


relativ la norma-sup. Conform teoremei IV.3 a), aceasta înseamnă căf, ei f 
n 


pe X. Funcțiile f, fiind continue pe X, ă că i : 
F i pe X, rezultă că f est ă şi 
fı > f în CĂ). Deci spaţiul C(X) este complet. Aa Pa e 


TEOREMA IV. 6. a) Dacă f, : la,b] > Reste un şir de funcţii continue şi dacă f, tă f 
pe la,b], atunci 
5 b b b 
lim | ar = fdr, adică lim ff, = fims). 
a a no a a n= w% ý 
b) Fie (f.)„>o un şir de funcții [a,b] —> R derivabile, cu derivată continuă. Fie 


fg funcții mărginite [a,b] — R. Dacă f, Aa £ şi AS g pe intervalul [a,b] 
z Lă 


„atunci f este derivabilă pe [a,b] şi f” = g, adică (lim f,Y = lim fi, 


ns nea 


DEMONSTRAȚIE. a) Mai întîi să observăm că 


b b b ý b 
03| frade- fdr] = | ir, -Adk < JIAO - nas 


b 
< fifa -Ade = If, -A - a). 


Deoarece f, ir f, rezultă lim |f, - Al =0 deci li f [ 
i A -A= i = 
Han, e ar 


E- (Vom ară ă ă 
ae a a această parte a teoremei are loc în condiţii mai generale 
: e suficient să presupunem că funcţiile f, sunt integrabile Riemann). 


) Fie x un punct fi i i orma i 
t . k 
P ixat arbitrar din intervalul la, L] Conform formulei Leibniz- 


wton, avem Y 
» avem Yn > 0 ia i 
; d „Ang e < ue lurig ta 2 smua go A 9q 


3 otes fiegiorirg Brusidoig O (soiqiser ia uo) DT sas OY sitoz s9110 
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b 
f Padt = fu) - fala) 


. PC 
şi făcînd n — æ, deoarece fa > f, rezultă 


z 


tim [fede = fa) - fa). 


no 


uc 
Dar f, > g şi aplicînd a), rezultă că V x e lab], 


f gE)dt = Rx) - fa). 


Deoarece fi sunt continue pe [a,b], atunci aplicînd teorema IV. 5, rezultă că 
g este continuă. Atunci funcţia f rezultă derivabilă şi în plus, fi) = gl), 


v x e la,bl. 
(Am folosit următoarea teoremă din liceu: Dacă f: la,bl > R este o funcţie 


i x 
continuă şi definim F : [a,b] — R prin F(x) = aa, atunci F este derivabilă 
a 


pe intervalul [a,b] şi în plus, Fi) = fix), Vx e [a,b]. Această teoremă este 
atribuită lui I. BARROW, 1630 - 1677, profesorul marelui I. NEWTON, 1643 - 


1727). 
Trecem acum la considerarea seriilor de funcţii. 


Definiţia IV. 4. Fie A o mulţime nevidă şi f: A >R un şir de funcţii, 
s,=fotfut = tfo n 20. i 


Seria de funcţii $. f, se zice punctual convergentă (PC) pe A dacă şirul 
n 20 i 
(Sa)}>0 este PC; în acest caz, suma seriei este s=lims, şi se scrie 


neo 


st) = 5 ful), Ve A. 
n=0 ` 


Seria de funcții }, f, se zice uniform convergentă (UC) pe A dacă este PC E 


RO mn 


seriea t teii 


pe 
pe A cu suma s şi şirul s, > s pe A. 


Orice serie UC este PO (nu şi reciproc). O problemă principală este aceeă 
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de a indica ce proprietăți ji an 
i comune funcţiilor f, termeni ai seriei ă 
indica « seriei, se à 
sumei seriei. ui iii l 
j 


TEOREMA IV. 7. Fie f, : [a,b] — R un şir de funcţii. 
a) Dacă f, sunt continue şi seria L fa este UC pe A cu suma s, atunci s este 
n20 i 


continuă pe [a,b]; în plus, 


b = b noi sot 
fow E În, adică [pa LD fs 


a A 
(Deci seriile UC de funcții continue pot fi integrate termen cu termen). 


b) Dacă seria X fa este PC, f, sunt derivabile pe [a,b] cu derivata continuă 
5 à 


REDD fi este UC, atunci suma s este derivabilă pe [a,b] şi în plus, s’ = E fa 


n20 
n=0 


adică 92 PEDD f}, (se mai spune că seria Y f, poate fi derivată termen 


0 n=0 n20 


cu termen). 
Demonstrație. a) Conform ipotezei, punînd s, = fy + fi + ... + fu, n > 0, avem 
st În 20, 


UC y 
Sp > s pe [a,b] şi aplicînd teorema IV. 5, rezultă că s este continuă. În plus 
> 


b b 


b b 
lim Jon Je, adica tim ffo fa [a s, 


b b 
deci seria J> A este C, cu suma f- 


n20 
a a 


b) Funcțiile s, sunt derivabile cu derivată continuă şi în plus, s, 5 s pe læ, b}. * 


|. Pentru seria $ f} şirul sumelor parțiale este tocmai s! şi acest şir este UC 


n 20 


Către o funcţie g. Aplicînd teorema IV. 6, rezultă că s este derivabilă şi s’ = g 


ËXEMPLU. Considerăm si 7 : 
tirä. . Considerăm şirul de funcții f, : [0,2] —> R, n 2 1, cu graficul din 
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Fig. IV. 1 


n —yea 


2 2 
Evident, fe = frad =1 pentru orice n > ł deci lim 
0 0 


2 
parte, fn B 0 (deoarece Yx e [0,2], f(x) — 0). Aşadar fams = 0 şi relaţia din 
3 ; 


teorema IV. 6 a) nu are loc, Motivul este că şirul (f,) nu este UC către 0 pe 


[0,2]. Totodată, rezultă că seria L F) — fa (0) nu poate fi integrată 
n22 


termen cu termen pe intervalul [0,2]. 


Din cele de mai sus, rezultă utilitatea unor criterii de UC pentru serii de 
funcții şi în acest sens, are loc 


1815 — 1897, de 


TEOREMA IV. 8. (criteriul lui K. WEIERSTRASS, 

convergenţă uniformă). Fie o serie E fa de funcții mărginite f, : A > R 
DEI) 

şi È; a, o serie C de numere reale pozitive. Dacă Vx e A, |a| <a, 


n 20 $ 


(începînd de la un rahg N; deci Yn 2 N), atunci seria D fa este UC pe A.. 


n20 


DEMONSTRAȚIE. Avem jf, l Sa, pentru norma-sup deci conform teoremei H. 4 E 


serja J If rezultă C, adică seria Ý, f, este AC în spațiul Banach MA). 


n20 n20 

Conform teoremei IV. 2, seria D f, este C în MA). Dar convergenţa unei 
n20 ` 

serii în MA) revine la convergența ei uniformă pe A (conform teoremei 

IV. 3 a) aplicată pentru şirul sumelor parțiale). 


2 
Îi, = 1. Pe de altă 
[d f 
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; sinnx 
EXEMPLU. Seria L = este UC pe R, deoarece Vxe R, Ynz21 


. n21 n 
sinnx 1 ; 1 ; 
— |s şi seria $ —— este C. 
n n n21 n? 


3. Aplicații liniare şi continue între spații vectoriale normate 


. - A i 
Fie E, F două SVN -peste acelaşi corp H (H =R sau © şi T:E >Fo 
aplicație H-liniară; aşadar, Vzye E, VieH, Ta+y)=T()+T(y) 
T(x) = AT) şi în particular, 7(0) = 0. Vom nota uneori Tx în loc de T(x) iar 
normele în cele două spaţii sunt notate la fel. i 


TEOREMA IV. 9. Sunt echivalente următoarele afirmaţii: 
a) T este continuă pe E; 
b) T este continuă în x = 0 (originea lui Æ); 


c) există M > 0 astfel încât Yx e E, IT) <M ix}. 


DEMONSTRAȚIE. a) = b) este evident; 
b)= c) Fie e=1. Atunci există 8>0 astfel încît Vye E, 


bl<5, ITO) S'I. Luăm 8 astfel încât 0 < 8 < 5. Fixăm x e E arbitrar, cux + 0 


, S. 
şi fie y = ——x. Atunci = 8/|LE = 5 i ică d! 
ki bi zi 5'<5 deci IT) <1 Aita T ITs 1 


; 1 TOE? i 
şi putem lua M EA Rezultă că Vx e E, xx+0 avem |T(x)|<M|x|. Pentru 


x = 0 această inegalitate este evidentă. 


c)> a). Fie V x € E fixat şi x, >x. Atunci 


0 < |7x,) -TOA = IT, 200 Mix, — zl 


` şilema cleştelui arată că T(x) — T(x). 


pia AIE Orice aplicaţie liniară continuă T : E > F este mărginită pe bila 


ONSTRAȚIE. Dacă lxi < 1, rezultă IT) <M conform implicaţiei a) = c). 
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Comentariu. Dacă aplicaţia T : E = F este interpretată ca un "sistem intrare-ieşire” 
care fiecărei intrări îi face să corespundă ieşirea y = T(x), proprietatea de liniaritate 


a lui T exprimă "principiul suprapunerii efectelor” ( conform căruia dacă x;> y; şi 


1; e H pentru 1 <i <p, atunci intrării 5 Ax; îi corespunde ieşirea £ 19; unde 
isi i 


yi = Ta). 


Dacă în plus, T este continuă, atunci 3 M > 0 astfel încît TEIM pentru -orice 
(X 


x e E, x+ 0. Deci M apare ca un majorant al rapoartelor între normele ieșirii şi intrării f 
sistemului. T. Numărul real ŞT] =infÍ M>0 |Yxe E, IT@®I<MIx] } este numit | 
norma lui T şi se interpretează ca un "grosisment" al sistemului, indicînd capacitatea ¥ 


sistemului de a amplifica intrările. Evident, Vx e Æ, IT < {TI ki. 


Fie p spațiul vectorial real al şirurilor nule da la un rang încolo; pentru orice i 


x = (Xano E P, punem jiel = max la |. Aplicația T : p — R, T(x) = 5 x, este R-liniară, 
n0 


dar nu este continuă (într-adevăr, altminteri 3 M > 0 astfel încît [x|<1 implică 
|7)| <M. Alegem n natural astfel încît n > M şi şirul x =(1,1,..:,1,0,,...) deci 


n ori 
[x] = 1 şi Tœ) = n; contradicţie). 

Acest fenomen al existenţei de aplicaţii liniare necontinue este întîlnit numai în cazul 
spaţiilor infinit dimensionale. 


Fie H=R şi E un spaţiu vectorial normat finit dimensional. Dacă 
dimp E =n şi B = lege, n e.) este o bază a lui E, atunci Vx e E există 
nR 
A, € R astfel încît x= Mej. Vom considera aplicația 
izl 
T : E >R”, TŒ) = (,--.,A2); T este un izomorfism de spații vectoriale. 


scalari unici A; --. 


TEOREMA IV. 10. Fie T ca mai sus şi pe R să considerăm norma | |. 


Atunci T şi T? sînt continue (T este un omeomorfism). 


© DEMONSTRAȚIE. TOM,- An) = he; şi folosind teorema IV. 1. rezultă 


iz 
continuitatea aplicaţiei PI . 


Fie S=(heR; [ilp=1) sif: S > R, AN) =T) (I | este norma în F). 


Aplicația f este evident continuă (compunere de aplicaţii continue) şi AA) +0 È fl) = 1 sinn(x-a), n > 1. Evident If.1< 
N En 7 em z i. ari . ni > — 


V} e S. Mulțimea S fiind compactă deducem că inff =p>0 (egalitatea este 
S 


Tx) 
ITZ lla 


o notație). Dacă x e E, x +0 deducem Ta) #0 şi deci 


Tœ) > 
IT% 2 


p de unde Tx] £— l jap. Cum inegalitatea este evidentă pentru 
u 


E deci 
eS ded e Dfa Rn: 
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x = 0 rezultă T continuă (teorema 1V.9.) 


Dacă E este un spaţiu vectorial real, două norme [h Ilg se zic 
echivalente dacă există constânte a >0, P>0 astfel încît Vxe E, 
cl, < o læta şi ælg < Bicla - În acest caz mulțimile deschise în spațiile metrice 
asociate sunt aceleaşi (deci topologiile coincid). Din teorema de ma sus rezultă 


cu uşurinţă: 


a) Orice două norme pe un spaţiu vectorial finit dimensional E sunt 
echivalente. A 


b) Fie E un spațiu SVN real. Orice subspațiu vectorial F c E de dimensiune 
finită este închis în Æ. 


DEMONSTRAȚIE. b) Cu norma indusă, F rezultă un subspațiu Banach (izo cu 
R”, unde n =- dimp F); dacă x, —x cu x, e F, atunci x, este un şir Cauchy şi - 


cum F complet, rezultă x e F deci F este închis. 


TEOREMA IV. 11. Fixăm un interval [a, b], a < b. 


a) Luarea integralei I : COla,5] = R, K= fox este o aplicație liniară 


continuă. 


b) Luarea derivatei D : C'la,b] — C’la,b], DP) = f este o aplicatie liniară 
discontinuă (pentru notații vezi pag. 99). 
(Pe spaţiile vectoriale reale CO[a,b], Clla,b] se consideră norma-sup), 


DEMONSTRAȚIE. a) Pentru orice funcţie continuă fe COlabl, avem 


b b 
A| < fi dx < Í Ifldx = (b - a)II şi se verifică deci condiția c) din teorema 
a a i 
IV. 9 cu M =b - a. 
b) Este suficient să arătăm că D este discontinuă în origine. Fie A : [a,b] —> R, 


deci f, => 0 dar |f} | = yn > 


LC n 


omentariu. Teorema IV. 11 explică de ce integrala este mai bine adaptată decît 
ivata, în aplicarea metodelor aproximative numerice. Anume, la variaţii mici ale lui 
respund variaţii mici pentru I(), în timp ce două funcţii derivabile pot fi "foarte 
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apropiate" relativ la distanţa-sup, dar derivatele lor să nu aibă aceeaşi proprietate 


(deci dacă f =g, nu rezultă că f! =g’). 


Reluăm cazul general şi fie E, F două spaţii vectoriale normate peste K. 
Vom nota.cu $(E,F) -spațiul vectorial al aplicațiilor liniare şi continue de la 


E şi F. Pentru orice T e WE,F), se defineşte norma |7] = cel mai mic M 2 0 


astfel încât Y x e E, T(x) <M|x||. Se poate arăta uşor că 


ITI = gu ITO = pup, ITI. 


QE,F) este spațiu Banach. 


DEMONSTRAȚIE. Se verifică imediat că asocierea T » UZ este o normă pe 


` Banach. Fie (7,)„> un şir Cauchy în Q(E,F). Deoarece Vx e E, vmne N, 
IP) -TOS Tm - Tall, rezultă că Vx e E şirul (T,()zo este Cauchy 


în F. Dar F este spaţiu complet deci şirul (7,(%))„zo este convergent în F şi 
definim T : E — F prin T(x) = lim 7,(x). Aplicația T este evident liniară şi 


nao 


rămîne să arătăm că este continuă şi că 7, — T în S(E,F). Fie Ve > 0. Ştim 
că 'există N(e) natural astfel încât Y m,n Nle), [7„-T„l<e deci 


ITa) -Tpl <e lxi şi făcînd `m se, IT) -Tisell V x e E, 


Yn>Ni(e). Rezultă că 7,-Te SEF) deci Te WE,F) şi: în plus, 
IT, - Tise, Yn 2 Ne), adică T, —> T în S(E,F). 


COROLAR. Luînd F = HK, rezultă că pentru orice SVN E, spațiul L(E,40) al 
funcţionalelor liniare şi continue este Banach. 


OBSERVAȚIE. Un rezultat important, cunoscut ca teorema Hahn-Banach 
arată că spaţiul X(E,H) este "suficient de bogat". Anume, pentru H =R şi 
“| Mc E un subspaţiu vectorial al SVN real E şi f: M — R este o funcţională 
liniară continuă (M avînd norma indusă), atunci există o funcţională liniară 


extinde şi la cazul H = C. Nu dăm demonstraţia. Din această teoremă se pot 
deduce două consecinţe utile: 


TEOREMA IV. 12. Dacă E, F sunt SVN şi F este spaţiu Banach, atunci | 


(E,F) deci Q(E,F) este un SVN. Rămîne să arătăm că “(E,F) este spaţiu | 


şi continuă f: E >R astfel încît FIM =f şi IfI =1/i. Această teoremă se ş 


1) Fie E un SVN peste H şi xp e E, xp70. Atunci există o funcţională liniară 
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şi continuă T: E — H de normă 1 astfel încît Tlx) = bel. 
(Se ia M = He sif: M > R, Axa) = Alcol). 


2) E este un SVN peste H şi xx e E, x, xp, atunci există T e XE, H) astfel 


încât T(xı)+T(x) (se consideră xp=xp—x, şi se aplică proprietatea 
anterioară), se mai spune că T este o funcţională liniară continuă care 
separă x,y. 

| Dacă E este un SVN peste H, se scrie (E) în loc de. $(E,E), iar elementele 
lui KE) se numesc gperatori liniari şi continui ai spaţiului E în el însuşi. 
Pentru orice fig e £E) are sens compunerea gf e (E) şi (E) este H-algebră 
asociativă; în plus, igo < Ilgi. l 


4. Derivarea funcțiilor cu valori vectoriale. 
Formula lui Taylor şi aplicații 


Presupunem H= R, fie ICR un interval deschis, tpe I. Fixăm de 
asemenea un SVN real E şi o aplicație f : 1 E. 


Definiţia IV. 5. Se spune că f este derivabilă în tg dacă există în-£ limita 


o AD-Ato Ă 
lim 1%, notată (tọ) şi denumită derivata lui f în to- 


tot 


t -ty 


Aceasta revine la faptul că. V s > 0 3 â(2)> 0 astfel încît dacă że I şi 


Ô< |t - în] < Se), atunci E -Pto <e. 
E to 


F Dacă f este derivabilă în orice punct din 7, se spune că f este derivabilă 
pe Í şi aplicaţia f’ : I > E, t > f'@) se numeşte derivata funcției f. 


E OBSERVAȚII. 1) Notaţia t pentru variabila reală amintind de "timp" are 
; justificare în originea cinematică a derivatei, de exemplu pentru E = RE, o 


: funcție f:I > E este o "mişcare" în spațiu, iar f/(£) este viteza la momentul £. 


2 Dacă £ = V}, mulţimea vectorilor liberi din spaţiu, o aplicaţie f : Z = V este 
umită un cîmp de vectori definit pe I. Dacă se alege un reper ortogonal Oxyz 


„ÎN spaţiu, de versori i, j, k, atunci VteL K =A +Y + fi , cu 


4 


mponentele scalare f; : Z — R, 1 <i s3. 


Se definesc fără dificultate derivatele laterale şi se pot considera funcţii 
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date pe intervale nu neapărat deschise. Se extind de asemenea proprietăţile 
binecunoscute din liceu (unde E = R); de exemplu: 
-dacă f este derivabilă în tg, atunci f este continuă în tg; 


-dacă fg : I > E, ap e R şi există Fito), gto) pentru tg € I, atunci există | 


(of + BeY(to) şi este egal cu ofta) + Beto); 
-fie f: I = E şi a : I — R derivabile în tg e R; atunci produsul of este 
funcție derivabilă în to şi (OVE) = OV(to)fto) + Atto. 


-dacă o :I— J este derivabilă în żọ € Z, cu valori în intervalul J şi | 
:J— E este derivabilă în a(t), atunci goo este derivabilă în tf, şi | 


£ 
(gto) = ADAE). 


În cazul E = R” are loc: 


TEOREMA IV. 13. Fie f: I => R", f= fy -> fa); aplicaţia, f este derivabilă | 


într-un punct tọ € 7 dacă şi numai dacă f}, ..., fp sunt derivabile în tg şi în 


plus, fto) = Fto), --- Fto). 
DEMONSTRAȚIE. Pentru orice te I, tz t} avem 


1 FD-fito FÉ fute) 
ERORE = | 0 in În 0 e pn 
Fassel Rio) Ecto rn dn 


şi trecerea la limită (£ — to) se face pe componente. 


EXEMPLUL 1. Fie f : (0,9) — Rf, At) = (72, Int, 2t + 1, —-3). Pentru orice £ e (0,e) 
avem f(t) = (2t, 1/t,2,0). 


EXEMPLUL 2: Fie I= [0,2], E=R?şi f:I >R’, fŒ) = (cost, sint); f este 
derivabilă pe Z şi Vte L Pi) = (-sint, cost). Se observă că deşi A0) = A2n), 
derivata nu se anulează în nici un punct. Deci teorema lui Lagrange a 
creşterilor finite nu se extinde la funcţii cu valori vectoriale, sub forma 
cunoscută din liceu. Vom folosi următoarea generalizare: 


TEOREMA IV. 14. (J. DIEUDONNÉ, 1906-1993). Fie I= [a,b], f:71—E, 
g : I > R continue şi derivabile la dreapta în orice punct t e I. Dacă Vt € I, 


VOI <g40), atunci IAD) - Aa) <gb) - gla). 


DEMONSTRAȚIE. Vom arăta că V £ > 0 și Vte [a,b], 
&) E -Ral <el -a) +g) - gla). 


Făcînd apoi ż = b şi ținînd cont că s éste arbitrar, rezultă teorema. 

Să considerăm mulţimea Z, = lu e la,bl | Yt e [æu] are loc inegalitatea (*). 
Evident, 7, este nevidă (conţine a) şi în plus, I, este un interval de 
extremitate a. Mai mult, din continuitatea funcţiilor fig, rezultă Z, = [a,c] cu 
c <b şi rămîne de arătat că c =b. Dacă prin absurd e < b, atunci 3+ >0 


astfel încît pentru c < î < c + h să avem 
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FOD -fo) t) -gle 
Ago, EPO go, 


deducem l 
t) - fe) _ 
ie SAO È go) eeoa TE 
de unde Ié) -RSet -e)+ gt) -g(c), pentru c <t<c+h. 


Cum e e Z, jfic)- Aa) sele - a) +g(c) - gla) şi deci 


IAE) - Rali <s(t-a) + a(t) -a(a) pentru t e le, c + h], . 


rezultă că c + h e È, ceea ce contrazice faptul că T, = [a,c]. Aşadar, c = b şi 
teorema este demonstrată. 


OBSERVAȚIE. Este suficient ca ipotezele asupra XA gd să fie realizate pe 
intervalul deschis (a,b); în acest caz, se consideră œ > a, intervalul [œ,b) şi apoi 
punem 4 — a etc. Corolarul de mai jos arată legătura cu teorema clasică a 
creşterilor finite. 


COROLAR. Fief : [a,b] —> E o funcţie continuă derivabilă la dreapta, astfel încât 
să existe M > 0 pentru care ROIL M, Vte (a,b). Atunci [Ab) - a)l < M(b - a). 


DEMONSTRAȚIE. Se ia g(t) = Mt şi se aplică-teorema IV, 14. 


Dacăf : Z — E este o aplicație, se definesc prin inducție derivatele de ordin 
superior ale lui f. Vom spune că f este de clasă CP pe intervalul 7 şi scriem 
fe CI), p e N dacă pentru p = 0, f este continuă pe I şi pentru p > 1 Je? 
este derivabilă, cu derivata P :I—>ÆE continuă pè I; funcția f se zice 
indefinit derivabilă şi se scrie fe C“() dacă Yp e N, fe CPU). Dacă I nu 
este neapărat deschis, la extremităţi se consideră derivatele laterale. 


Definiţia IV. 6. Fief : I — E şi tọ e I astfel încît să existe Fto), n>1l (aşadar 
ff,- f7? sunt derivabile în vecinătatea lui o şi fn este derivabilă în to). 
n acest caz, se poate defini polinomul lui B. TAYLOR (1685 - 1731) pentru 
fde grad n (cu'coeficienţi în E): 


Fto) 
I: 


n) n a 
E Fog) e- È (E = to) 


Prtotf) = Ato) + 
n! kagi dki 


FOG). 


(t - to) +.. 


i De remarcat că P, SE 3 E, t > P (tot f) are aceleaşi derivate cu fîn punctul 
o pînă la ordinul n inclusiv; anume 


Paltostof) = flto), P'(tostosf) = Atoh- P oto = ft). 


A Diferența Rultotf) = f€) — P (tot, f) se numeşte restul de ordin n al lui. 
n to. Formula Taylor se scrie pentru n > 1 fixat astfel 
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RD = Prltostf) * Baltostif) 


şi în practică avem o aproximare ft) =P tot f, Yt e I, pentru care este 
necesară estimarea erorii absolute, adică IR,„(totf)I. În acest sens are loc: 


TEOREMA IV. 15. Fixăm n > 1 şi presupunem că fe C"la;bl, iar pe (a,b) 
există feb. Dacă există à > 0 astfel încât Vt e (a,b), If" Di) <A, are loc 
următoarea estimare s 

(b -a)* 1 


S Aet 
IR, ab, ASA 


DEMONSTRAȚIE. Să considerăm funcția ọ : [a,b] > E, 
n pk 
pb =Ab-f0- E eo. 
k=1 Li 


Evident, f este continuă pe [a,b], q(b) = 0 şi e(a) = R,„(a,b,f). În plus, se vede 


-0 g i -artt 
imediat că Vt e (a,b), o0) = - (020 pn" Do). Fie apoi g) = -10E 
n! (n+1)! 
Funcţiile ọ şi g satisfac condiţiile teoremei IV. 14 şi rezultă 
| @ -a*t 
IR, (a,b,PI = 19%) - ol <gtb) - gla) = MDT 


Există mai multe forme de exprimare mai sintetică a restului în formule de 
tip Taylor, care permit aproximarea funcțiilor prin polinoame, dar cu 
estimările erorii absolute: 

I. Dacă pentru o funcţie f : I > E, cu Z interval deschis există Pt), tE, 


n 2'1, atunci se demonstrează (de exemplu, prin inducție după n şi folosind 
teorema IV. 14; pentru n = 1 este chiar definiţia derivatei) că 


2 (E-to a 
AD - At) -E ft) 
A R z0 


lim 
15% (t - to 


şi notînd raportul cu n p(t), rezultă formula Taylor-Young: 
n: $ 2 


(E to (o) unde lim p(e)=0. 


n! t>to 


k=1 


n E k 
RƏ = Alto) + L idle + 


4. Derivarea funcțiilor cu valori vectoriale 101 
II. Să considerăm cazul E.= R. Cu notaţiile din demonstraţia teoremei IV. 15, 


A ae d , ; 
fie y) =o) -atr unde constanta A e R poate fi determinată prin 


condiţia yla) = (b). Deoarece y(b) = 0, rezultă (a) = 0 deci A = LOND, 
i (b -a)"* 


Funcției y : [a,b] — R i se poate aplica teorema clasică a lui Rolle, deci există 

c e (a,b) astfel încât yc) = 0. Dar w/(t) = p/(t) + Arr = -Da = fin + De) 
: 5 . nl- n! 

deci A = £e). Înfconcluzie, l 


S ai a(b-aPil (bal anii 
Ra(a,b,f) = SA A a ` 
na, b, f) = ela) mer ata fn Die) 


Se obţine astfel formula Taylor cu restul Lagrange: 


n+1)! 


Cu notații schimbate (b >x), să presupunem că f : I — R este o funcţie de 
clasă C”*}, n > 0 pe intervalul deschis 7 şi fie a e I. Atunci pentru orice x € I, 
există un punct c între a şi x. astfel încît y 


4 -ak 2 ine suit ad 
Rb) = Pla,b,f) + R lab = CNG + bD ias Do), e e (ab). 
k=0 . k! 


7 2 POD aa (rar ani 
fæ a ze 3 ui a) A E ini (e). 


În aceleaşi condiţii, are loc formula următoare: 


(numită formula lui Taylor cu restul integral de ordin n, n20. 
Demonstrația se face prin inducţie după n. Pentru n = 0 avem de arătat că 


fl) = fa) + fdu, ceea ce rezultă direct din formula Leibniz — Newton. 
=g a 


resupunem n > 1 şi formula adevărată pentru n — 1, şi o probăm pentru n; 
tul se reduce la a arăta că 


Tur) E gu ft Dap 207 a a FD ar 
Jr (du Jr DE au = Oa ay. 


primul membru este egal'cu 
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je ZUT mediu) (e = vf” Pdu = 
n-1)! 


z sE iie opka- -Heo zf Pog ay. 
n! 


a 


CAZURI PARTICULARE. e af f i A 
a) Dacă P este o funcţie polinomială cu coeficienţi reali de grad n, atunci 


£ mag - a), deoareceP“? D(u) =0 


pentru orice a,x € R, avem P(x) = 
k=0 


pentru orice u € R. 


b) Presupunem că f : [-a,0] — R, o > 0 este o funcție de clasă c+}, Atunci 
pentru orice x € (-0,0) există un punct c între 0 şi x astfel încît 


0 O) FO) n fn O) nea. 
Ax) = AO) + La | za abrit n! z taD 


Aceasta se numeşte formula lui K. MAC “LAURIN (1698 - 1746). 


c) Dacă lui x i se dă o "creştere" Ax, diferenţa Af = fix + Aa) e Ax) se 
numeşte "creşterea" corespunzătoare a lui f. Dacă feste de clasă C” * , atunci 
în punctul curent x avem: 

fe od apei 
2 Fc) ne a FOCAR? Fo) (Apr + ai, 
in maia 7 A e ar OO To 
cu c cuprins între x şi x + Ax. În această formulare este folosită formula Taylor 
în unele considerații fizice. 


APLICAȚII. | 
1) Calculăm sin 33° cu aproximaţie < 10;6 


restul Lagrange (n = 3) avem: 


. Conform formulei Taylor cu 


A h h? h? ht 
sin(x + h) = sinx + 7 tat - Zsa - so + sine 


cu c cuprins între x şi x + h. Luăm x = 30° = 1/6, h = 3%,= 1/60. Deoarece 
4 4 
ps hf 


T __<106, rezultă că 
4! 6044! 


4 
|2_sine 
4! 


3 0,54464 
2-60? 2 se 2 


a iod n ya _ m 1_ 
sin33 3" 503 
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: Alcătuirea tabelelor uzuale trigonometrice şi de logaritmi s-a realizat 


esențialmente prin utilizarea formulei Taylor şi interpolărilor. 


2) Formula Taylor permite unele precizări în studiul funcţiilor reale iniţiat: 
în liceu. O funcție f : [a,b] — R de clasă C? se numeşte convexă pe intervalul 


[a,b] (“ţine apă") dacă Vx,xo e [a,b], Ax) > Axo) + f(x% = xo), adică graficul 


lui f este situat deasupra tangentei în oricare punct (xo;flxg)) al graficului. 


Tinînd cont de formula Taylor (n = 1): Ax) = Ag) + A - 
cu c situat între xaşi xp, rezultă că dacă //>0 pe lab], atunci f este 
convexă şi reciproc. Similar, f este concavă pe [a,b] o -f convexă pe 
la,b] e fi < 0 pe [a,b]. 


)+ Pog - xo)? 


3) Fie fg : [a,b] — R două funcții de clasă C™! şi xo € (a,b). Se spune că 

şi g au contact de ordin cel puţin n în x, dacă . 
Aero) = gtro), Fila) = 80), o Faro) = ge Dao), 

adică au acelaşi polinom Taylor de grad n în xg. Astfel, fg au contact de ordin 
cel puţin 1 în xp & graficele lor trec prin același punct de abscisă xp şi au 
aceeaşi tangentă acolo. Dacă f şi g au contact de ordin cel puţin 2 în x, se 
spune că graficele lor au aceeaşi curbură în xy. Fiind dată o funcţie f de 
clasă C? în vecinătatea unui punct xp unde f'(x) + 0, atunci există şi este unic 


un cerc remarcabil trecînd prin (xp;f(9)) şi avînd contact de ordin cel puţin 2 
cu f în xo, numit cercul osculator al lui f în xp; se arată uşor că raza lui este 


A a + fx) 
Ifo) 


Dacă f este de clasă C? în vecinătatea lui Xo avem aproximarea liniară 


, numită raza de curbură a lui f în xo. 


Ax) = Alo) + a 


Xi 
TI sin = P (xoọ%,f) şi aproximarea pătratică 


| feo) = ftp) + 2 ao ya ET Men) = Paen) 


e revine la a determina a cita) şi respectiv parabola avînd în 
CCD) un contact de ordin cel puțin 1 (respectiv 2) cu graficul lui f. 


4) Precizarea punctelor de extrem, ale funcțiilor reale se poate face tot prin 
zarea formulei lui Taylor. Fie f : [a,b] = R o funcție de clasă C”, n > 2 şi 


= fa Da0, k0. 


: n) A 
ci flx) ~ Aæ) = Pog - xo)", unde c este situat între xg şi x. Dacă n este 
ni f 


(a,b) un punct astfel încît f/(eco) = fag) =. 


ar, atunci diferenţa Ax) — fE are semn variabil în orice vecinătate a lui 


"Şirul (ao de puncte presupuse din Z, definit prin xo ŞI Xps = Xn 


104 4 IV. Spaţii vectoriale normate, serii de funcţii : 
Xo, deci x nu este punct extrem local pentru f (este punct de inflexiune). Dacă 
n este par şi Pa <0, atunci f fiind continuă păstrează semnul "pe o | 
vecinătate a lui xp unde f(x) — Axo) < 0 şi xo este un punct de maxim local: 
Dacă n este par şi fara) > 0, atunci xp este punct de minim local. 


EXEMPLU. Fie fl) = (2x — n)čcosx şi xo = 3. Avem fo) = F'izo) = fo) = 0 şi 


flag) = = 192 deci n = 4 şi xp este un punct de maxim local. Pentru Ax) = x%e* 


şi xo = 0 avem f(0) =f/(0)=0 şi o = 6 3 0 deci n = 3 şi originea este punct | 
de inflexiune. . 


5) Fie I = la,b] ṣi ọ:7 > R o funcţie de clasă C?la,bl cu (x) 2 0, Yx e I. 
_ Pa) 
e) 


n 3 0 se numeşte procedura Newton, asociată lui e şi lui xo. 


TEOREMA IV. 16. Dacă &e (a,b) este o solujie a ecuaţiei ọ(x)=0 şi 
(E) 0, atunci există o vecinătate V a lui £, astfel încît Vxy e V, procedura 
Newton asociată lui q şi lui xp, converge către &. 


DEMONSTRAȚIE. Deoarece g şi.q/ sunt continue pe Z, ele își ating marginile, 
deci există m>0, M>0 astfel încît Vxel, Ig) zm, lol <M. 
Conform formulei Taylor cu rest integral, avem: 

o) = p(x,) + x — P(x) + fe - u)ọ”(u)du,, Vx e I, YWn 20. 


Fa 


(3 
Pentru x = E se obține 0 = ex) +Ë -xP len) + fE - wudu. 


z 


Pe de altă parte, din definiția șirului (x,)„>0 rezultă 
Pn) +É -aP En) = (6 -Era RCAC) 


şi din ultimele două relații, deducem că 


T 7 E 
Vn 20, 8-1 (E - u)ọ(u)du deci 
n E Xa y l 
i6 | l je u)p/(u)du | < M (É -x,)}, ţinînd cont că 
Xa ST =; s — d 
E TED a, am 


-< E 
JIE -tla <56 20. 


Za 


-2m rezultă R 6-a, vn 2 0. Lutni 


Notînd -5 


"oi + Bj. 
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v-¢ -Šg +Š) şi xp€e V, avem succesiv E -als Ele -el< È 


IE - xa] sal-a IE -xnl <È deci x, > €. 


A . 
EXEMPLU. Calculăm & = EI prin procedura Newtort Luăm ọ(x)= x°- 2, 
i 3_ 2x? +2 
adică x,,1 = ——, n 20. Se 
3% 82 
obţin aproximaţiil& succesive x, = 1,5; x = 1,296; x} = 1,2609; x, = 1,25994; 


I= [1,2] şi xo = 2. Atunci x, 1 Sx 


_3 
xs = 1,259921 etc. şi V2 = 1,25992. 


Procedura Newton poate fi uşor programată, cu intrările q, CA Xo luînd 
ca un criteriu de oprire a algoritmului stabilitatea primelor cifre zecimale. 
Algoritmul este rapid convergent, dacă xp este ales în „vecinătatea soluției 


Pn) 


CAEM) 


căutate £. Relaţia x, „1% 


se obţine astfel: se consideră punctul 


(pl) pe graficul lui q; ecuaţia tangentei la grafic în acest punct este 
y- e) = (xXx - x) şi aceasta intersectează axa Ox în punctul de abscisă 


X1 De aceea procedura Newton se mai numeşte "metoda tangentei". 


5. Drumuri parametrizate 


Definiţia IV. 7. Fie 7 c R un interval şi Æ un SVN real. Se numește drum 
parametrizat definit pe I cu valori în E orice aplicaţie continuă f: I —> E. 


EXEMPLUL 1. Se consideră un plan P şi un reper ortogonal xOy de versori i, j. 
în P. Mulțimea E = V, a vectorilor plani cu suportul în P este un spaţiu 
vectorial real izomorf cu R°, asociind oricărui punct (ap) e R? vectorul 
Un drum parametrizat în P este o aplicație continuă f:I > V, = RÊ, 
t v(t) = FE + AY = AOL), cu fifa aplicații continue I — R. Relaţiile 
w= f(t), y =f), teI se numesc ecuaţiile parametrice ale drumului 
parametrizat f. Traiectoria (imaginea) drumului este 
mf= (Ad) |teI)eP. i 


mod similar se definesc drumuri parametrizate în spațiu ca fiind 
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(P) 


Fig. IV. 2. 


aplicații continue de forma f : I — V} = R, f= (ffafa) ecuaţiile parametrice 
ale drumului sunt x = f,(£), y = fat), z = falt), t e., iar traiectoria este Imf. 

În notație vectorială, dacă se alege un-reper Oxyz de versori îj,k şi 
Ri « ~ Va (identificînd orice punct M = (x,y,z) din R? cu vectorul lui de poziţie 
OM) şi dacă v,w:I—R sunt funcţii derivabile, atunci produsul scalar 
vew : I > R, £ = v(t)ew(t) şi produsul vectorial vxw: > Va tv) x wE) 
sunt derivabile şi în plus, Vrel, (vewy@) = vtewE) + VOO şi 
(e x WYE) = VE) x wE) + ve) x w). 


EXEMPLUL 2. Drumurile parametrizate f: 107] > R, AD = (cost, sint) şi 
g: 1,1) > R?, g(x) =(-x, Y1-x?) sunt distincte, dar au aceeaşi imagine, 


anume semicercul k? +y? =1,y 20 Pentru orice n € 2, n#0, drumul 
f:.l0, 2x] — RÊ, AL) = (cosnt, sinnt) este închis, avînd ca imagine cercul 
k? + y? = (circumferința unitate parcursă de n ori în sens pozitiv). 


EXEMPLUL 3. Drumul f: P 2n] > p, t > (Reost, Rsint,c)cu R > O şi c constante 
are ca imagine cercul (z? + y2 = R?, z = c}, iar g : R > R?, t; » (Reost, sint, ht) 
este elicea cilindrică de pas h (h > o, situată pe cilindrul 2 + 92 R. 

Dacă y: [a,b] >R’ este un drum parametrizat, atunci drumul 

: [a,b] > R”, t > ya + b — i) se numeşte opusul lui y; avem Y(a) = Mb) şi 
4 F(b) = Ka) şi y, Y au aceeaşi imagine. Dacă y: [a,b] —> R”, y : Ib,c] > R’ 
sunt două drumuri parametrizate în Æ = R” astfel încît (b) = y,(b), atunci se 
poate defini concatenatul yU Y ca drum [a,c] — R” care coincide cu y pe 


[a,b] şi cu m pe [b,c]. Imaginea lui YU Yı este reuniunea imaginilor lui y şi” 


tin 
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ft) = fO) 1076 E 
Imy, 
v0) = d) 
Imy š 
wa) =y0) 
i Ya) 


A 


- a) Drum închis b) Drum opus 


Fig. IV. 3. 


c) Concatenatul Y U Yı 


Pentru aplicații, ipoteza de continuitate din definiția IV. 7 este 
insuficientă. Ne situăm în cazul Æ = R? şi presupunem că funcția f : I > R°, 
t= AEL) este derivabilă, deci conform teoremei IV. 13, funcțiile. 
fufa : T > R sunt derivabile. 

Fixăm î € 7 astfel încît Flto) +0 şifiete I, t+ to Notăm My = Ato), M = ft) 
punctele corespunzătoare pe Imf. Atunci vectorul 


MM = OM - OM, = Ri) = fto) 


este coliniar cu MM. Făcînd t — to, rezultă că fite) este 


deci F) - Alo) 


coliniar cu u tangenta în Mo la traiectoria Tmf. Ecuația tangentei în M, la 
x- falto) _ Y- falto) 
AG) fa) 


traiectoria Imf va fi . Aceste considerații se extind la cazul 


E=R',n>3. 


Definiţia IV. 8. Un drum parametrizat y : I —> R? se zice neted dacă este de 
clasă Ci) şi V te I, YŒ) +0. Un drum neted pe porţiuni y: 1 > R” este 
obţinut prin concatenarea unui număr finit de drumuri netede. 

De exemplu, dacă f:1-—R este o funcţie reală de clasă CID, atunci 
y: I—>R?, t» (fE) este un drum neted în R?, a cărui imagine este tocmai 
graficul lui f. 

Două drumuri netede y : Z — R”, yı : J > R” definite pe intervalele I,J se zic 
echivalente cu aceeaşi orientare (se scrie y~ yı) dacă există o funcţie 
ș:1—J (numită şi schimbare de parametru u = q(£)) bijectivă de clasă CI, 
strict crescătoare, astfel încât q-1 are aceleaşi proprietăţi şi Yı ° e = y (adică 
W) = yu), Y teI). Dacă y~ Yy, atunci evident ele au aceeaşi imagine, 
Imy = Îmy, şi "sunt parcurse în acelaşi sens". 

De exemplu, pentru drumurile y : [0,n] > R?, t = (cost, sint) şi pa 51,1] > R?, 
> (-u,Yl-u?) avem Y~Y, deoarece definim ọ:{0,ı] -> [-1,1], 


>u = —cost. Dar circumferința unitate parcursă pozitiv o dată sau de două 
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ori nu sunt drumuri echivalente, chiar dacă au aceeaşi imagine. 


Comentariu. Presupunem că n = 3, I este un interval de timp şi că punctul 
KA = (xlt), yE), z(t)) reprezintă poziţia unei particule la momentul £. Atunci Imy este 
traiectoria particulei, iar drumul y reprezintă legea de parcurgere a traiectoriei. Dacă 
y este neted de clasă C?, atunci Yy Kt) reprezintă vectorul-viteză a particulei la 
momentul ź, iar y/(4) vectorul-acceleraţie. Faptul că YD 20, Vie I înseamnă că 
particula nu are puncte de repaos. 


b sa 
Dacă Í= a,b], numărul real şi pozitiv 1(y)= f IV/(î)ldt reprezintă lungimea 


traiectoriei Imy (“spaţiul = viteza x timpul"); aşadar, 


b 
Uy) = [Vx +y +z dt. 


Rămînem în cazul n = 3. A da o curbă parametrizată în spațiu înseamnă 
a considera un drum parametrizat y : I —> RE, t — lt), yE); z0), presupus de 
clasă C?(D; dacă y~ Yp atumci'y şi yı se consideră identice. Vom presupune 
că Vie 1, yay=0 şi că YE) x Y) +0. Fixind tye I, atunci pentru orice 
t > to se defineşte lungimea arcului de curbă Imy între ț şi £ ca fiind . 


£ 3 
slt) = [V0 +y E + 2102 dt, deci s/(£) = Var (0)2 + yP + 2102 | 


Versorul  tangentei în punctul curent t la curba y este 
ati + yty + 210 
st) 
principale la y şi este notat v(t) = 


; versorul lui 7/(£) se numeşte versorul normalei 


tít) 
O 
versorul binormalei. Triedrul fr, v, B} depinzînd de t se numeşte triedrul 
„lui FRENET (1801 - 1865) al curbei y. Se pot stabili formule indicînd viteza de 


variație a-versorilor triedrului Frenet în raport cu arcul; anume, există funcții 
continue R(s) şi respectiv T(s), numite raza de curbură (respectiv raza de 


ilt) = 


; în fine, B(ż) = t(t) x v(t) se numeşte 


torsiune) ale lui y în punctul t astfel încît s= s(t) şi ITE” 
aoli + Lp, Biy, 

ds R T ds T 
“Într-un. anumit sens, R măsoară "abaterea" curbei y de la o linie dreaptă 


(cînd R = œ) iar T "abaterea" lui y de la'a fi o curbă cu imaginea situată într- 
un plan (cînd T = o). > 


EXEMPLU. Fie elicea cilindrică y : [0,27] — R, t > (rcost, rsint, ht), unde r > 0, 
h > 0 sunt constante. Ecuațiile ei parametrice sunt x = rcosé, y = rsint, z = ht, 


te [0,27]; fixînd ż = 0, rezultă s’@}? = (02 + y'@$ +z =r? +h? şi lungimea 
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arcului de elice între punctele care corespund valorilor 0 şi £ > 0, va fi 


i ; 
s(t) = Yr? +h? dt=tyr?+h? . Atunci versorii triedrului lui Frenet vor fi - 
o 


SA ; 
t = t : 
7 = XD a _rsinti + rcostj + kk v = versorul lui 7/(£)= - costi -sintj şi 


sc) Vr2 + h2 
_ hsinti - hcostj +rk 


jr2 m h? 


R şi T sunt constapte. 


=1xv „Ve [0,28]. În cazul elicei cilindrice razele 


6. 10 exerciţii 
1. Să se determine x,y e R? dacă pentru norma euclidiană avem [x + yl = fæl + ly]. 
2. Să se studieze PC şi UC pentru şirurile de funcții: 


a) ful) = PX pe A = (0,%) şi pe B = (1,2]. 
nx +] 


x 


b) f(x) = pe A = [-1,1]. 


en 
e +1 


3. Se consideră seria sin?x(1 + cosx + cos?x + ..). Să se arate că este PC pe R şi să se 
determine suma ei. S(x). Studiaţi UC pe intervalul [a,2n - a] unde a e (0,1). Să se 
compare S(0) şi lim S(x). i 


x=>0 


.2 
4 Fie E = C[0,2] cu normele "sup" şi |: |, (unde if]; = fizo |dż, Vfe E). Să se arate 
d 


că: 
în a) aceste norme nu sunt echivalente; 


E. p b) (E, I | nu este spațiu Banach. 


ge 
ă . . Lu 
5- Fie A=(ajsim o matrice din MR). Definim Aj = max ȘI la şi 


mn 
1sjsn i ja 


; 1 
Mk- a; LE Să se arate că se obțin norme echivalente în spaţiul £ = M,„(R). 
ij i 


a) Fie f: [a,b] > R? o funcţie de clasă Cl. Să se arate că există M > 0 astfel încît 
b) - fa) s Mb -e i 
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b) Să se justifice de ce pentru funcţii cu valori vectoriale nu se extind teoremele 
clasice ale lui Fermat şi Rolle. 


7. Să se determine aproximările liniare şi pătratice pentru: 
a) fix) = In(1 +x) -In(1 - x) în xp = 0. 
b) Ax) =x? + Ina - 1) în xp = 2. 


8. a) Să se afle R > 0 astfel încît curbele y = ln(x? + 1) şi x? +y2-2Ry=0 să aibă un 
contact de ordin cel puţin 2 în xp = 0. 
b) Să se arate că funcţiile fg : R — R, definite prin 


= E ao, 
Moe? 200, gt =f Sai 250 


0,2 =0 0, x=0 


au un contact de ordin infinit în origine, f are un minim dar g nu are extrem în origine. 


9. a) Să se calculeze cos55 şi In1,1 cu aproximație 107°. 


T s 
b) Să se calculeze y'70 folosind procedura Newton. 


c) Să se rezolve cu aproximaţie ecuaţiile x? - 3x2 + 1=0 şi x +2lnx=2. 


10.a) Se consideră curba parametrizată y: [0,28] — R°, yt) = (cost, 2sint). Să se 
arate că este închisă şi să se calculeze versorii tangentei şi normalei la my, în 


unctul ¿= E. 
p Ei 


b) Să se arate că imaginea drumului parametrizat y: [0,1] — R?, 
Kt) = (E + 1,2242, 3t? + 1) este situată într-un plan şi să se calculeze lungimea lui y. 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


; 1 1 
1. Fie x = (x191), Y = @292). Atunci lx +y l = (ea +x)? +O +y), ll = CH +y57, 
4 1 ' 
Iyl = [0 +92, Relaţia din enunţ devine, după calcule, x,y, = xy}, ceea ce exprimă 
faptul că vectorii x,y sunt coliniari (au componentele proporţionale). De altfel, 
paralelogramul cu vîrfurile 0,x,y,x + y rezultă degenerat. 


3 + 
2. a) Avem limf,()=1 dacă 240 şi f,(0)=0. Deci f, "91 pe A şi pe B. Apoi 


ne 


i =1 deci f, 


Ifa- Lla = saplf,6) -1| =sup—} 
j xeA x>0 NX + 


If, - 1ip= sup —— =} 
xel, nx +1 n+1 


nu este UC pe A. Dar 


0 deci f, C1 pe B. 
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1 x>0 
b) f, sunt continue dar fx) = limf,(4)=]0 x<0 nu este continuă în x= 0 deci 
nos A 
i 1/2 x=0 


convergenţa nu poate fi uniformă. 


„3. Avem S,„(x) = sin?x(1 + cosx + ... + costy). Pentru cosx = +1, atunci sin2x = 0 şi Sl) = 0 


e : : y in2 
iar pentru cosx + +1, atunci lim Sa) = RL i, NI cosx. Deci 
non l- cosx 
A 


S) = lim S„&)= I +cosr, cosxr#+1 


ne 0, în rest ` 
Seria este PC pe R. Cum S nu este continuă, convergenţa nu este uniformă. Apoi 
S(0) = 0 şi lim S(x) =2. 


x-0 


4. a) Dacă ar fi echivalente, ar exista o constantă o > 0 astfel încît IFiS alfi, pentru 


2 
. gi: . 2 
orice fe E. Să luăm fx) = e", Atunci fl =e” şi Ifl = feat _e2-1 dale 
d n 


2n 2n 
E y: PEP = 
enca L L adică nsa- £ - 1 <a, absurd. 


n e?n 


” dacă 0<sx<1 


b) Să considerăm şirul f(x) = 
1 dacă 1sxs? 


din E. Acest şir este Cauchy şi 


0 dacă 0<x<1 


converge la funcția fx) = 
1 dacă 1<x<2 


care nu aparţine la E. 


5. Orice două norme pe un spaţiu vectorial real finit dimensional sunt echivalente. 


6. a) Se poate aplica corolarul teoremei IV. 14 sau se raţionează pe componente, 


- aplicînd teorema Lagrange. i 


b) Pentru funcții cu valori în R”, n > 2 nu se poate defini o noțiune convenabilă de 


E. extrem, deoarece, R” nu are o structură convenabilă de ordine. Apoi funcţia 
Es f 3 10,27) — R?, ft) = (cost, sint) avem A0) = 2n) dar nu există c e (0,2) astfel încît 
;- F(c) =0 deci teorema Rolle nu are loc pentru f. 


7. a) P X0,x,f) = fO) + Poy + an = 2x; POP = 2x ete. 


a) Pentru fx)=In(x?+1), gls)=R-VR2-x2 se pun condiţiile A0) = (0), 
) = 80), /(0) = (0) şi se află R. i 
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b) Avem Y n 20, O = g0) = 0. Apoi fx) 2 f0),Vze 


R deci x = 0 este punct de 


minim dar diferenţa gix. nu are semn constant 1 nici o vecinăta! =0. 
dar dife ţa gix) — — g(0) tant în nici o cinătate a lui x 


9. a) Sè aplică formula lui Taylor. 
b) Se . rezolvă ecuaţia 


x1 = "70; luăm (0) = x1- 70, xp=2 şi 


= 2 n20 ete. 
Xa” Yn , 


n 


c) Se aplică procedura Newton după ce se lo 
alege convenabil xg. * 


calizează soluţia dorită & pentru a 


10. a) K0) = M2n). Apoi punînd x(t) = cost, y(t) = 
te 
Oirr, un vector perpendicular pe vectorul de componente (a,p) es 


+ 402 + yet? 


i +2, z=3%2+1, se observă că există un plan 


d x=t+1, y= a 
F rap ce XD D = 0 care contine orice punct din Imf, anume 3y -z - 5 = 0; apoi 


I) = (Vx? + yE + 2107 dt = fi + 4t? + 3662 dt etc. 
d ş d | 


qti) = 


2sint,. versorul tangentei este 


LECŢIA A V-A 


SERII DE PUTERI, FUNCȚII ELEMENTARE 


INTRODUCERE 


În această lecţie se prezintă proprietăţile teoretice şi de calcul ale seriilor de 


puteri DD a„x" cu coeficienţii a,, n > 0 reali sau complecși.. Caracteristica 

n20 i R 
principală a acestor serii este aceea că, sumele parțiale sunt funcţii 
polinomiale deci practic cele mai simple funcții (pentru calculul lor se fac doar 
adunări şi înmulţiri). Totodată seriile de puteri permit definirea riguroasă a 
funcţiilor elementare, incluzînd funcţia exponențială (introdusă forţat în liceu 
şi cu demonstraţii incomplete) şi funcţiile trigonometrice, introduse în liceu 
prin inerente compromisuri geometrice (de exemplu definirea lui n). 

Seriile de puteri reprezintă un mijloc natural şi maneabil de definire şi 
studiu al principalelor funcţii reale şi complexe; natural dacă ne gîndim la 
dezvoltările de tip Taylor şi maneabil pentru că, dincolo de convergenţă, 
"lucrul" cu seriile de puteri este asemănător celui cu polinoame. Am ales 
prezentarea seriilor de puteri cu coeficienţi în C atît cît permite dezvoltarea 
anterioară a acestor lecţii, deoarece numai în cadrul complex se evidenţiază 
legătura profundă între exponențială şi funcţiile trigonometrice (descoperită 


` de Euler) şi numai apelînd la variabila complexă se înţelege de ce dezvoltarea 


1 


l+x 


=1-x?+xt- 


2 


„are loc doar dacă |x| < 1. Această lecție este şi o introducere la studiul 


funcţiilor analitice reale şi analitice complexe. 


1. Proprietăţile de bază ale seriilor de puteri 


Definiţia V. 1. Fie (a), >o un şir în C şia e C. O serie de puteri centrată 


în a, cu coeficienţi a, este o serie de funcţii de forma 


È a-a) = a +a -a)+... +a -0 +... (1) 
n20 A 


viza 
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O astfel de serie se mai numeşte serie întreagă în variabila z, în jurul 


punctului z = a. 


implitate că a = 0; trecerea la cazul cînd a este 


Vom presupune pentru s 
w. Considerăm deci o 


arbitrar se realizează imediat prin translaţia z — a = 

serie de puteri de forma L az. Pentru orice z e (fixat, se obţine o serie 
ă n20 

numerică; pentru z = 0 aceasta este evident C. 


n 
EXEMPLUL 1. Seriile Yz”, 3 Zope 1) sunt serii de puteri; dar 
n 30 nzo N! nzi 


seria de funcții L (n-2* + 1} nu este o serie de puteri. 
nzi s 


N 


EXEMPLUL 2. Seria În 


n20 


rd n 
(52) poate fi considerată serie de puteri punînd 
+x 


TEOREMA V. 1. Pentru seria de puteri $ az", notăm & -Tm yian] şi 


n20 
R= Va (cu convenţia că dacă & = 0, atunci R = şi dacă Q = %, atunci 
R=0). | 
a) Dacă |z| < R, atunci E az” este AC; 


nz0 


b) Dacă |z| > R, atunci Y az" este D. 


n20 


DEMONSTRAŢIE. Pentru orice z e C fixat, avem 


pes [az] elm Via, =le] 


şi aplicăm criteriul rădăcinii al lui Cauchy (teorema UI. 8). 


ne Apei 


OBSERVAȚIE. Dacă v n >N (N natural fixat), a, +0 şi există] = lim PER 


în R, atunci R = (vezi exerciţiul 6 lecţia a II-a). 
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Definiţi i 
efiniţia V. 2. Numărul real R > 0 (eventual şi +) definit în teorema V. 1 


se n a Qe convergenţa as J i > cu 
umeşte raz d genţ. eriel az. Pentru R > 0, discul 
R ( x = | | c 
| <R} 
D BO,R z e C| |z R} se numeşte discul de convergenţă al seriei 


î A. g . se j 
n cazul cînd toți coeficienții a, sunt reali, R > 0 şi x e R, seria de puteri l 
, sea j reale 


ax" i 
L „x are intervalul de convergență (-R,R). 


TEOREMA V. 2. Pie z SI NEI ZE 
Atunci: o E€ C 29 + 0 astfel încât şirul (a,„zq"), > o să fie mărginit. 


a) Vze Ccu lz] < Izol; seria ) az este AC; 
v 3 > 
n 20 


b) Pentru orice 0 <r < |z seria de funcţii J a„z'" e U 
ol 
st 
$ n e (e; pe discul 


compact B/(0,7) = tz e € | |] <r}. 


DEMONS' 
TRAȚIE. Alegem M>0 astfel încît: n20, jazo | <M deci - 
v ; „20| S 


a) Dacă |z] < |zol, atunci 


Yn> = z" 
n>0 iaz" = an| |Z zel an IZ osm 
Zo - Zo Zo 


Deoarece |Ž|<1, seri z 
= „seria © M| : E 
„20 p2 lz este C şi teorema II. 4 (criteriul 


comparaţiei) arată că seria J> |a,z”| este C 
n $ 
n20 


b) Pentru 0 <r < Izol şi |z| <r, avem 


Yn 20, |az?| <a, lr SM4 
Aplicînd criteri i i îi 
criteriul lui Weierstrass de convergenţă uniformă (teorema IV. 8) 


rezultă că seri ii 
ă că seria de funcții L az" este UC pe discul închis |z| <r 
n> ice 
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COROLAR 1. Dacă seria L a„zo este C, Zo + 0, atunci seria Ş_ aZ” este 


n20 n20 


AG pentru |z| < lzol- 


DEMONSTRAȚIE. Aşadar lim a„Zọ = 0 deci şirul (0,20) =0 este mărginit. 
no» . 


Combinînd teoremele V. 1, V. 2, se obţine următorul 


FS 


"COROLAR 2. Pentru orice serie de puteri $, a„(z-0) există şi este unit 


EI n2 
R e [0,~] astfel încât: y 
a) dacă R = 0, singurul punct de convergență al seriei este z = a; 
b) dacă 0 < R < %, atunci seria este AC în discul lz-a|<R şi D pentru 
iz - a| > R; în plus seria este UC pe orice compact K c Ba,R) 
c) dacă R = %, seria este AC pentru orice z € C şi UC pe orice compact K c C. 
DEMONSTRAȚIE. Pentru orice compact Kc B(a,R) există 0 <r < R astfel încît 
K să fie conținut în discul închis iz - a| <r (de exemplu r= sup|z- a|). Apoi 


orice compact din C este mulțime mărginită deci conținută într-un disc. 


EXEMPLUL 1. Pentru seria P n! z” avem R=0. 
n20 E 


Ă A ` 
EXEMPLUL 2. Seriile £z”, L KCS au raza de convergență R = 1. 
n20 n20 n 


ace. 


0M: . n>% n+l 


EXEMPLUL 3. Pentru seria E n avem a, = 4 şi R = lim lazi 
3 n2 


EXEMPLUL 4. Dacă L nE L bz” sunt serii de puteri cu razele de 


n20 
convergență respectiv Ryo Ro Ey dacă ja, < lbn] pentru orice n > N, atunci 
R 2R 


Dacă 0< R< %, studiul de mai sus nu permite informații despre 
convergenţa seriei (1) în punctele z cu. lz -a| =R, adică pe frontiera discului 
de convergență. În acest sens, demonstrăm următorul rezultat nebanal, 
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atribuit matematicianului austriac A. TAUBER (1866 — anul mor ţii necunoscut, 
( ) 


TEOREMA V. 3. Fi 
V. 3. Fie Ð a,x" 
o serie de fateri reale cu coefi 
2 eficienți reali, cu 
raza de convergen] S J > 
gență R = 1. Presupunem că seria a, este C cu su Î 
n 
2 ma s. În 


a 
ceste condiții, seria $ ax" este UC pe [0,1] şi lim Se a, 
mă =s. 


n20 
x>lnə 


DEM Kri 
EMONSTRAȚIE. Mai întîi demonstrăm următoarea 


LEMĂ. Dacă b 3b2. 


„> 0,20 ; 
1<k<n, atunci Ab, îi bi A, T. a S pentru orice k, 


DEMON ' EI. Fi 
NSTRAȚIA LEMEI. Fie s, = q} +... + ap, deci ` 


=- + Anbn = b1S1 + ba(52 = 84) +. 


ab + 
e tOna- Spa) = 


= Su(Ba - Bo) + sabs - ba) +... + Sp ibn 1-8 )+sb < 


<B, ba) + Blb, > ba) Faun + BG, 17 bp) <Bb,, 
par antezele fiind pozitive. Se pr ocedează analog pentru cealaltă inegalitate 
B: 


Fixăm acum e> i 
0 arb 
(teorema H. 2), există Me 


la, +a sat... 


conform ` criteriului. general Cauch: 
natural astfel încît Yn >N, Y p2 d 
tani i 
i n ip] < £. Pentru orice e [0,1] avem 
şi cum -e Sa, +a e 
| | 73 ns fo Ong <E, lema arată 
TEX” SAX” + + Apg X tP sex i Ea 
nip Sex” deci ja x" +.. +a, Ep s 
= i a nap P| Sex’ se. 
Notînd cu s,(x)= k | 
n) = J ax} rezultă că |s, ,„() — 
2 n + p Su(4)] Se pentru orice 


x e [0,1], n > Ne), p21. D : 
funcții eci d(5,;s, +p) S £, Y n 2 N(e), p > 
Hi (620 este Cauchy în spaţiul M [0,1]; acesta gr: a apă, de 
metric 


complet, rezultă că 
5, este un şir convergent, s, > s în M [0,1], adicăs g 
s 


pe [0,1]. De 
oarece s, sunt funcții continue, s rezultă continuă pe [0,1] şi 
şi în 


particular în punctul x = 1 avem lim r= s(1), adică lim 3 apă =s. 


x>ln=0 


i N 
NfLoiesi 
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OBSERVAȚIE. Reciproca este falsă: dacă lim BI ax" =s nu rezultă că 
` x>ln=0 


sa 


Z a, =S, aşa cum arată exemplul seriei 1 -x + x2- æ 4... Cazul x = -1 
n=0 


este similar, iar cazul cînd raza de convergență a seriei L a,x” este R se 
; n20 


reduce la cazul R = 1 punînd x = Ry. 


Revenim la cazul general. Pentru o serie de puteri (complexe) £ az” cu raza 
i n 20 


de convergenţă R > 0, se poate considera funcţia - sumă f: BOR) > ©, 
fe)= Z az”. Aceasta rezultă continuă în orice punct Zo € BO,R); 
n=0 . 


într-adevăr, alegem r astfel încît |zg| <r <R şi ştim că seria de funcţii 

continue $ az” este UC pe |z|<r; atunci suma ei, adică fÈ) va fi 
n20 

continuă în BI(O,R) deci şi în Zo- Pentru a obţine proprietăţi mai puternice ale 

sumelor de serii de puteri, introducem conceptul de C- derivabilitate (sau 

olomorfie). 


Definiţia V. 3. Fie Q c C o mulţime deschisă, & € Qşif:9— Co funcţie 


complexă; se spune că f este C- derivabilă în punctul a dacă există în C 


limita lim fa -fo notată f(a) şi numită derivata lui f în a. Dacă f este 
z220 z-a 

C - derivabilă în orice punct din Q, se spune că feste C- derivabilă pe Q 

(sau echivalent, olomorfă), iar funcţia f ac, z» KO se numeşte 

derivata lui f pe 2. 


Comentariu. Deşi definiția de mai sus este o extindere "cuvînt cu cuvînt” a definiției 
din cazul real, conceptul de C - derivabilitate este mai profund, cu proprietăți mai 
speciale, decît cel de R - derivabilitate; astfel, se va vedea că o funcție C - derivabilă 
pe Q rezultă derivabilă de oricîte ori, ceea ce nu se întîmplă în cazul real (de exemplu, 


funcţia f : R > R, f= pe 7 to este o dată derivabilă pe R, dar nu de două 


ori). Rațiunea stă în faptul că în planul complex, o limită de forma lim f2) trebuie să 


za 

fie independentă de infinitatea de direcţii după care z tinde către a, în timp ce pe 
dreapta reală, avem doar tinderea dinspre stîmga sau dinspre dreapta. Deci este "mai 
dificil" pentru o funcţie complexă să fie derivabilă şi aceasta explică proprietăţile mai 
speciale ale C- derivabilităţii. Pe de altă parte, asemănarea formală evidentă cu 
cazul real face ca regulile uzuale de derivare (relativ la sumă, produs, cît, compunere 
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etc.) să rămînă nemodifica 
te. De exemplu, funcţia f : 
, funcţia f : C > C, fe) =2",n>1 întreg este 


C — derivabilă în orice punct a € C şi fila) = lim = = =na" Dacă fg: Q> C 
sunt C ~ derivabile în a e i V: a a) = | asta. e a 
, atunci fg este derivabil în şi (fe ) (a)g(a) + R gi ) 

Q, b f + a). 


n>0 


TEOREMA V. 4. Fie i 
4. Fie bD a„Z” o serie de puteri cu raza de convergenţă R > 0 


Atunci funcţia sumă f : B( > J 
: B(0,R) > C, fz) = n ă îi 
A p>: a„Z ” este olomorfă în B(0,R), cu 


s A 


derivata f'(z) = na zn-l 
az, ; n 
p2 o (Cu alte cuvinte, seriile de puteri se pot deriva 


termen cu termen în discul de convergenţă) 


DEMONSTRA TE im y 
TIE. Deoarece lim yn =1, din teorema V, 1 rezultă că seriile 


n—> œ 


D az” şi n-1 3 
n na, x 
ASO > n au aceeaşi rază de convergență. Pentru orice n > 0 


şi VzeB ; : 
e B(OR) avem f2) = s,(2) + r„(2), unde s,(2) = ag + az +.. + az" 
r„(2) = k ă i > e 
n Ron az”. Notăm g(z) = lim sp) = 5 napzh”! şi fie V a e B(0,R) 
n=0 


fixat. Alegem de asemenea p cu la] <p < R. Atunci Yz za lz] < avi 
g P P > P, em 
fz) - fa) (a) Sa(2) S(a) 


- s,(a) + s(a) - gta) + Tale) rata) 


z-a 
z-a 
Dar Ta(2)- ra) Š PERI 
CI ay(zk-1+zk-2 k-1 A 
z-a paie Za +.. +a”) deci 


| Ta(2) -r,a) 


< a 
z-a IS © klal" E 


iar lim 3 kla, |pk-1= | 
rate DĂ lasl 0 (deoarece seria È Zla lp* estec, dat fiind că 


seria Ð naz”! & 
are raz 23 
Za n a de convergenţă R, iar 0 < p < R). Există atunci 


N (£) natural astfel încît Y n > N,(2), | Taz) — (a) 


is: 
z-a 3 


> pentru |z| <p; 
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12 : 


zza. Pe de altă parte, există Nae) natural astfel încât vn > Nae), 
[si(a) - g(a)| <Ë și în fine pentru orice întreg n 2 0 există öle) > 0 astfel 
n 3 . E 


SE) = sr(a) 4 e finitiv, va rezulta 
încît pentru 0 < |z -a| < ð, = -s,(@)j <5 În definitiv, 


că 


FLAA gwi 


£ + E pentru 0< |z -a| <ô 
3 


adică lim A0) = gla), deci fa) = 5 na„a™™t. 


zoa 2-a n=0 


COROLAR 1. Pentru orice serie de puteri DD “az cu raza de convergenţă 


n20 


R > 0, funcția sumă fz) = 5 a„z” este C — derivabilă de oricîte ori în B(0,R) 


n=0 


şi derivatele succesive se obţin prin derivarea termen cu termen. 


x n 
În particular, pentru o serie dé puteri reale (cu coeficienţi reali) d an a, 


; = " este o 
cu raza de convergenţă R > 0, suma f: (-R,R) >R, fx) p a„x" este 


funcţie de clasă C” pe intervalul de convergenţă, iar derivatele ei se obţin 


a 
Hy) = BET giai 
prin derivarea termen cu termen. Avem Fi) = J na şi mai general, 
n=1 


Y k 20 întreg Po) E n(n- 1)... (n-k +1)a,x”}; pentru x = 0, rezultă 
n=k 


FOXO) = k! ap. Acelaşi calcul are loc şi în cazul complex. Am demonstrat astfel: 


COROLAR 2. Dacă Ð` a„z” este o serie de puteri în jurul lui z = 0, cu raza 
n20 


de convergență R > O şi cu suma fz), atunci pentru orice întreg k20, 


APO, 


k! 


Evident, rezultatele de mai sus au loc pentru serii întregi în jurul oricărui 
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punct a e C. 


TEOREMA V. 5. (unicitatea dezvoltării în serie de puteri). Fie a e Cşi 


DD a, -a = È b„(z - a) pentru orice z dintr-o vecinătate V a punctului 
n=0 n=0 i ; 


a. Atunci Y n 2 0, a, =b, ` | i 


e 


n = Ba rezultă că Ð c,(z - a) =0, pentru orice 
n=0 


z e V. Conform corolarului anterior, notînd cu f: V > C,z»0 (funcția nulă), 


DEMONSTRAȚIE. Noţând c, = a 


E _ (a) E ? PR a 
rezultă c, = = 0, pentru orice n > 0, adică a, = bp- 
n i 


În cazul real demonstrăm de asemenea următorul rezultat relativ la 
intesrarea: seriilor de puteri. 


TEOREMA V. 6. Fie O a„x” o serie de puteri reale cu raza de convergenţă 


n20 


R > 0 şi cu suma fx). Atunci pentru orice e interval compact [a,b] conținut în 
(-R,R), avem 


fwa- Sa i na È abrant 


n=0 n+i 


(Cu alte cuvinte, seriile de puteri se pot integra termen cu termen în intervalul 
de convergență). 


DEMONSTRAȚIE. Seria de funcții continue $ a,x” este UC pe [a,b], conform 
nz0 


corolarului 2 al teoremei V. 2. Ea se põate integra termen cu termen conform 
teoremei IV. 7... A $ 


EXEMPLU. Avem ł-y+x?-x3+..= 


pentru orice xe (-1,1). Prin 
+x% - - i 
i 2 3 4 : 
integrare rezultă C +x- 3 + £ - = +.. =ln(1 +x), cu C constantă. Pentru 


x = O rezultă C = 0. Ca atare, are loc formula 


| i n20 ni 
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f 2 
Hi ln(1 +x)= po X_+ 


3 e pri Vaze CLD. 


Aplicînd teorema V. 3, rezultă In2=1 + 
Uji i _ 


| remarcabil. 


iza -1%+! 
_ E? y 


n=1 n 


1 
= , un fapt 
3 P 


2. Seria Taylor a unei funcții indefinit derivabile 
| Definiţia V. 4. Fie f : [a,b] — R o funcţie de clasă C” pe intervalul [a,b], a <b 


şi fie xp € (ab) un punct fixat. Acestei perechi (f,xg) i se poate asocia o serie de 


flo) 


puteri centrată în punctul Xo anume DR 


Taylor a lui f în jurul punctului xo. 


Comentariu. Dar, în general, raza de convergență a seriei Taylor nu este strict 
pozitivă; mai mult, chiar dacă seria Taylor a lui f în jurul lui xp este convergentă, se 
poate întîmpla ca suma ei să nu fie egală cu fx), adică funcţia care a generat-o. De 


i - Vs 
I exemplu, să considerăm funcţia f : [-1,1] = R, fx) = e gaea wE (0,1 
dacă xel[- 1,0] 


' ; ; 0 
În acest caz Y n 20, /®{0) = 0 deci seria Taylor respectivă are toți termenii nuli; ca 
| atare este punctual convergentă pe [-1,1], cu suma funcţia nulă (care nu coincide cu 


f: 


Are loc totuşi următoarea 


six = 0. 


TEOREMA V. 7. (teorema de reprezentare a funcțiilor de clasă C” prin 
' ©- serii Taylor). Fie f : [a,b] > R, d < b o funcţie indefinit derivabilă astfel încît 
i să existe M > 0 cu proprietatea că Y n 20, V xe [a,b], |f*Xx)| < M. Atunci 
pentru un punct fixat xg € (a,b), seria Taylor a lui f în jurul lui x, este uniform 
convergentă pe [a,b], avînd ca sumă f, adică 


> pn) 
f taa y Fed x = xo)”, Y xe la,bl. 


n=0 n! 


DEMONSTRAȚIE. Fie (s,(4)), 20 şirul sumelor parțiale ale seriei Taylor 


ji i - N n) 
| respective deci s,(x) = Axo) + f - (x - Xo) +. + f So ( - xo)”. Atunci conform 
i ! n! 


| formulei lui Taylor cu restul Lagrange (teorema IV. 14), rezultă Y n 2 0, Y x e [a,b] 


(x -x)", numită seria 
0 i 
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= afee FEY pe 
Ka) - s) Di (x - ao) 


cu £ între xp şi x. Deci V x € [a,b], Y n 2 0, 


IA) - sa) = POl- Te 


7D M (b-a) >t 


m i +1 
Rezultă pentru norma — sup, O<If-s,l sMo- pentru orice n 2 0. 


(n+1)! 


Observînd că lim 0T 


= 0 (deoarece aplicînd criteriul raportului, se vede 
n>» (m+)! ” 


că seria DD bat 


este C, deci termenul ei general tinde către zero). În 
n20 (n+1)! . 


ra sala az UC 
concluzie, lim |f -s,| =0, adică s, 3 f. 
n=0 


Definiţia V. 5. Fie o e R fixat; pentru orice întreg n > 0 punem 
ga - 1)... (0 -n +1) dacă n21 
Toe 
n 


1 dacă n=0 


Dacă a este un număr natural, atunci s (e): 0 pentru orice n > a sf )- Că 


dacă œ >n. Seria de puteri reale y feje- =1+ A+ alo- 1) 2 + 
PA 2! 


numeşte seria binomială de exponent a. 


TEOREMA V. 8. Seria binomială $ 


n20 


raza de convergență R = 1 şi suma ei este egală cu (1 + x) deci Y x e (-1,1) 


e) de exponent o (o e R \ N) are 


(sa =1+ Zg O Da2, p OO Du(0 n 
! 2! n! 


DEMONSTRAȚIE. Raza de convergență este 
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=ļi O = lim n+i = 
R- nim (e |pe re tm 222 


Notînd cu fx) suma seriei binomiale pe intervalul (-1,1), rezultă că 
Yxe (C11), (Urofl = ro rala- 1x+ Sta - Xa - 22 k -| ofa), 


, Ro y- kð 
după calcule imediate. Atunci bor e =0 adică -Aa azi er C, constant, pe 


intervalul (-1,1). Dar pentru x =0 avem A0)=1 deci C= 1 şi ca atare, 
Ve la 1,1), ROS aa% 

EXEMPLUL 1. Pentru orice x e (-1,1) au loc următoarele remarcabile dezvoltări 
în serie în jurul originii: 


=(l1+x)t=1-x +2; 


l+x 


VL +x (aer Lao Le Lat. 


EXEMPLUL 2. Deşi funcţia reală f : R >R, fx) = 141 + =?) este definită pe 


întreg R, dezvoltarea Ax) = 1- x? + xt — ... este valabilă doar pentru x e (-1,1). . 
Rațiunea acestui fenomen se explică doar prin trecerea la variabilă complexă: 
avem =1-z2+zt-... pentru |z| < 1, iar funcția fz) = l z nu este 

1 +2? 1+z 


definită în punctele i. 
EXEMPLUL 3. Pentru o particulă cu masă m, masa de repaus my şi viteză v, 


are loc relaţia m =my/V1 - (w 2/c2) „undec este viteza luminii. Energia cinetică 


a particulei este 


E =mo?-moe2=mgeă(1 -v2/e2)-Y2- 1) oma ze) + Store) + =} 


4 
= my? + Smt.. 
2 8 e 
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Aceste calcule sunt corecte dacă 0 <v <c; dacă 'v ec se pot neglija toți 
termenii dezvoltării cu excepția primului şi se obține E~ map? adică 


formula din mecanica newtoniană. 


Definiţia V. 6. O funcţie f : A > R(A c R deschis) se numeşte R - analitică 
într-un punct a e A dacă există r > 0 astfel încît în intervalul (a - r,a + r) 


are loc o dezvoltare în serie de forma fx) = £ c„(x - a). Funcția f se zice 
n=0 
R - analitică pe A dacă este astfel în orice punct din A. 


Dacă f este R- analitică în vecinătatea lui a, alindi ea rezultă indefinit 


derivabilă şi în plus c,= ra w pentru orice” n 2 0. Reciproca nu este | 
adevărată. aşa cum arată exemplu! funcţiei f : R— R, Ax) = e” 1? dacă x 2 0 


A0) = 0; în acest caz, Y n 20, f"(0)=0 şi dacă f ar fi analitică în punctul 
a = 0, ar rezulta că f este nulă pe o vecinătate a originii. 


În cazul complex, C - analiticitatea se dovedeşte a fi echivalentă cu 
olomorfia, dar R — analiticitatea nu este echivalentă cu derivabilitatea. 


3. Funcţii elementare 


7 n 
Definiția V, 7. Seria de puteri complexe L Z are raza de convergență 
n20 M 
R = deci este convergentă pentru orice ze C; suma ei se numeşte 
exponenţiala complexă a lui z şi se notează 
2 n 
z A 
DP azi, D 
Pi EI i n! (o 


Dăm în continuare proprietăţile principale ale exponentialei complexe 
exp: C> C. 


exp(2) = 1 + £ 


1) exp este olomorfă (deci şi continuă) în C şi exp! = exp. Demonstrația rezultă 
din teorema V. 4. 


2) exp(0) = 1 şi exp(1) = e. Evident, direct din (1). 


3) va,be cC, expla + b) = exp(a)-exp(b). Demonstrația rezultă din 
teorema II. 11 relativ la produsul seriilor AC. 


` 
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ş 2 
explz)-1-Ž -2 -...- 


; 1 2 m O L 
Sava in z”*1 (n + 1)! 
formula (1) de definiţie. i | 
5) V z e C, exp(2) + 0, deoarece exp(z)-exp(-z) = exp(0) = 1. Apoi 


„ Aceasta. rezultă din 


aen TE 
-ep0 = 5 Z_= E 2 =exptz). 
n=0 n! n0 n! t, 

6) Considerînd grupurile comutative (C,+,0), (C',-,1), aplicaţia exp : C — C este 
un morfism de grupuri. i | E E 

Vom scrie în continuare e? în loc de exp(z). Trebuie observat că dacă x e R, 
atunci e“ e R şi aplicaţia R — R', x =» e este un morfism de la grupul aditiv al 
lui R la grupul multiplicativ al lui R . 
7) Pentru orice x e R, atunci evident (e*) = e” şi în plus e* > 0 (dacă x>0, 
aceasta rezultă din definiția V. 6 şi dacă x < 0, atunci -x > 0 şi folosim faptul 
că e*e™ = 1). Rezultă că funcția R — (0,0), x = e este strict crescătoare. 


8) Dacă x > 0, atunci e* > 1 şi dacă x < 0, atunci 0 < e < 1. 


9) Avem lim e“ = o (deoarece pentru x > 0 avem e“ >1+x) şi lim e*=0. 
ro 
x i 
Atunci aplicaţia exp : R — (0,co) este bijectivă, continuă. Inversa ei se notează 
In : (0,c) — R şi se numeşte luarea logaritmului natural. Dacă a > 0,a + 1, 


se defineşte logax = = şi a*=e*h&; se deduc imediat proprietăţile uzuale 


ale logaritmilor şi ale funcţiei exponenţiale în diverse baze. Scopul nostru nu 
este să ne întoarcem la materia învățată în liceu ci să subliniem unele 
elementele de logică internă a dezvoltării noţiunilor de Analiză matematică. 


10) Pentru orice x e R, Je*| = 1. Într-adevăr, conform 5) e şi e sunt 
conjugate deci |e'*| = |e:*| şi cum e*-e* = 1, rezultă |e“|-|e”*| = 1 deci 
Jei*| = 1. Desigur, conform forniulei (1) 


wagi N A a a 
Ş Ta a zi 
„Definim V x € R, 
Foa > 2n 
= LI IN +2 -= -1-2 (2) 
cosx = Re(e:*) = 1 F` zi 2 X Gn) 
3 5 bar 2n+1 
PEON a XXX zaya A (3) 
sinx = Im(e *) T 3" 2 ) Gn: D 


Evident, sin 0 = 0, cos0= 1. De asemenea, cos 2 «1- 222! cu eroarea 
absolută < 2%/4!, deci cos 2 < 0. Totodată rezultă celebra formulă a lui EULER 


3. Funcţii elementare “127 


V x e R, e“ = cosx + isinx. 

Deoarece e™ = cosx — isinx, rezultă că Y x e R, 
ag E î e-i A f g 
cosx = 2 E, sinr= -È _, cos? + sinêx = 1, Įcosxį < 1, |sinx] < 1. 
2 ‘2i ă 

11) Avem (cosx) = -sinx, (sinx) = cosx, derivînd termen cu termen în formulele 
(2) şi (3). Seriile respective au raza de convergență R = œ deci sin, cos sunt 
funcții R > R, de clasă C”. 


12) Se demonstrează cu uşurinţă formulele de trigonometrie clasică de tipul 
cos(x + y) = cosxcosy - sinxsiny, sin2x = 2sinxcosx etc. 


13) Mulțimea M = {x > 0 | cosx = 0) este nevidă, deoarece cos0=1>0 şi 
cos2 < 0, iar funcţia cos este continuă. Mulțimea M fiind minorată, există . 
m = inf M şi cum M este închisă, rezultă că m e M deci m este cea mai mică 
soluţie strict pozitivă a ecuaţiei cosx = 0. Acum este un moment solemn, 


pentru, că vi se dă prima definiţie riguroasă a numărului n, eliberată de 
compromisuri geometrice. Anume 


n = 2m, : 


deci cos(7/2) = 0 şi: Y x e [0,7/2), cosx > 0. Deoarece cos0 > 0 şi cos2 <0, 
rezultă 0 < n/2 < 2 deci 0< n < 4. Totodată funcţia sin este crescătoare pe 
[0,7/2]. Deoarece sin0 = 0, rezultă că sin(a/2) > 0 şi din relaţia 


sin2(n/2) + cos2(/2) = 1, 
rezultă sin(x/2) = 1. Formula lui Euler arată că 


i 


R 
e 2 scos +isin A =i, 
2 2 


de unde deducem că ei? = -1 şi e? = 1. Din proprietatea 3) rezultă că 


Vze C, e2* 2ni seleni = ez, 


adică exponenţiala complexă este funcţie periodică de perioadă 2ni. De 
asemenea se arată uşor că e = 1 & z= 2kri, ke Z; deci 
e“ = @ & u -v = 2kri cu k e Z. 


14) Fie T = {z € Ç | |z| = 1}, circumferința unitate. Aplicația ọ : (0,270) — T, 


plz) = e * este bijectivă şi continuă. Demonstrația este imediată. 


15) Există o singură funcţie reală f : R — R, astfel încît f =f, f>0şi f0) =1. 
Într-adevăr, dacă ar exista două astfel de funcţii fg atunci 


77 ofl ` 3 
E -8f -ef =0 deci £- C, constant; pentru, x=0, se obține 
f fe f 
Cs 80 l igit ie g= X că j = et 
(0 3 1 şi în concluzie g =f. Aceasta arată că funcţia fix) = e 


GO 


studiată în liceu coincide cu cea introdusă aici, prin formula (1). De asemenea 
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există o singură funcţie reală f : (0) — R derivabilă, astfel încît fila) = AL 

x 
pentru orice x > 0 şi K1) = 0, anume f = În, logaritmul natural: Aceasta este 
inversa aplicației bijective R — (0,0), x > e. În fine, funcțiile cos, sin definite 
prin relațiile (2) şi (3) coincid cu cele din liceu (pentru că aplicînd 
teorema V. 7 pentru funcțiile din liceu cos, sin, în jurul lui xp = 0, se obțin 
tocmai dezvoltările (2) şi (3). 


k K 
Comentariu. Uri număr œe C se zice algebric dacă există un polinom 
P(x) = cox" + cx" + 14. +c, cu coeficienți din Z şi cp 7 0 astfel încît P(a) = 0. Numerele 
reale sau complexe care nu sunt algebrice se numesc transcendente. Se poate arăta 
că numerele algebrice formează un subcorp A al lui C; evident Q c A (deoarece 
a = min, n 20 verifică ecuaţia nx -m =0). În 1873, HERMITE a demonstrat că 
numărul e este transcendent, iar în 1882, LINDEMANN a arătat că n este transcendent 
(în particular, rezultă că e şi m sînt iraționale). Cu aceasta, Lindemann a dat 
răspunsul definitiv negativ problemei cuadraturii cercului. Fiind dat un cerc, a construi 


un pătrat cu aceeaşi arie, numai cu rigla şi compasul, revine la a construi Va pornind 
de la un segment de lungime 1; dar lungimile construibile sunt în mod necesar 


algebrice, iar Ya nu este algebric. Avem 


a DA şi na CD 


n-o hi n-o n+l 


3 %5 
(aceasta rezultă din dezvoltarea arctgx =x - 3 rE >n 


mT pentru x — 1 şi aplicînd 


„ teorema V. 3). 


Trecem la studiul funcţiilor trigonometrice complexe. 


Definiţia V. 8. Pentru orice z e C se definesc 


ez +e? .. 
cosz = T2 sine = —— 


drst e” shz= etrez 
| o 2 Dap? 
Din dezvoltarea (1) rezultă dezvoltările în serie 


1 


cosz = 5 (- ip 2 
220 


2n o. 2n+ 
„sinz = ȘI (- 1-2 
(2n)! 2 


nay: Cn D} 


2 gn g2n+1 
h=} 2, shz = ȘI -aei 
nz0 n)! nzo (2n +1)! 
valabile în tot planul complex, iar funcțiile cos, sin, ca şi funcțiile cosinus 
hiperbolic, sinus hiperbolic sunt olomorfe în C. 
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Direct din definiţii, rezultă V z e C, formulele următoare: 


e? = cosz + isinz , e7 = chz + shz, 
(coszY = - sinz , (sinz) = cosz , (chzY = shz , (shzy = chz MG 


E) iz). si 

cos“z + sin?z = 1, ch?z - sh? = 1, cosz = ch(iz), sinz = - ish(iz) . 
Este clar cum se poate continua cu studiul funcţiilor 
sinz _ Cosz 


tgz = „ctgz = — , thz = $2 ete. 
Fă cosz sinz chz 


(definite în punctele unde numitorii nu se anulează). Ecuația sinz = 0 are 
soluțiile z = kr, k e Z; iar dacă cosz = 0, atunci z = 1/2 + kr, k € Z. 


Ne ocupăm în continuare de noțiunea de argument al unui număr complex 
nenul. Fie z e C, z # 0; ecuația e®=_Ž_ are soluții 6 e R şi dacă 8 e [0,27) ` 
z > 


este o soluție, atunci mulțimea tuturor soluțiilor va fi {9, = Oy + 2kr | k e Z). 


Definiția V. 9. Pentru orice z e C, z +40, se numeşte argunientùi lai z 


mulțimea Argz a tuturor acelor 9 astfel încît ei IN (Argz este nevidă 
` lzi 
conform proprietății 14)). Orice element al acestei imi’ 
i i € mulțimi ` se: numeşte 
determinare a argumentului lui z. ®ọ se numeşte determinaron 
principală. Aşadar, Argz = {9} + 2kx | k e Z). 


EXEMPLU. Arg(1 + i) = {1/4 + 2kr | k e Z); Arg(-5) = {n + 2kn | k e Z}. 


Dacă n > 2 este întreg, atunci radicalul complex de ordin n este 


| Vz =iw e C| w”=2}. Dacă z # 0, atunci 


n 9, 
Vz = Viz] -expl Ta Răul ;k=0,1,..,n-1 
n 


Definiția V. 10. Dacă ze C, z+0, logaritmul complex al lui z este 

mulțimea Linz = iwe C|e” =z}. Scriind w =u + iv, ecuaţia e =z devine 

e“(cosv + isinv) = |z|-(cos0g + isin0,), de unde e” = lz| şi v — 0 = 2kr, deci 

u = lnjz], v = 09 + 2kr, k e Z. Rezultă următoarea formulă i 
“Lnz= În |z| + iAxgz . 

Există o infinitate de determinări ale logaritmului complex, anume 


(Linz), = Inz] + i(0 + 2%), ke Zi; i i 
nz); ( kn), ; pentru k=0 
mia al A oI EAS se obține determinarea 
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Pentru orice z e C, z + 0. şi pentru orice a € C se defineşte puterea 


o aLnz 


EXEMPLE. 1) Ln(l + i) =lny2 + LaS + 2hn), ke Z. 


r : n 
2) ii =eilni = expli(ni + és i 2k7))) = expl- 3 +2kn),k e Z. 


În Analiza complexă este important de introdus un concept de cge 
logaritmică, cu valori bine determinate. Fie Q c C un deschis şi 0 e Q; se 
numeşte determinare (sau ramură) continuă a argumentului în Q orice 

încî iae) = Z in determinare 
funcţie continuă o : Q — R astfel încît V ze Q, e Ti Prin i 
(sau ramură) continuă a logaritmului complex în Q se înţelege orice funcţie 
: Q > C astfel încît Y z e Q, 6% =z; de exemplu q(z) = mjz| + io(z) este 
s astfel de determinare. O astfel de funcție este olomorfă în orice punct zg e Q 
şi în plus 

p(2) - PC) __.. Q(z) - Po) 
= lim —————— = lim a 
zz 002) e z> eteo le? -90 _ 1] 


u j ui 1 
şi ţinînd cont că lim e" -1 1 (conform 4), rezultă q/(z0) E Se poate 
u>0 u j 


arăta că în Q = C \ (0) nu există nici o determinare continuă a ii 
dar dacă d este o semidreaptă prin origine; atunci în O = C \ d există o astfe 
de determinare. r PONa PESEN 

În încheierea acestui paragraf, prezentăm Si naa ale i g 
funcții elementare. Dacă f: V —> R, P: V =R sunt funcţii de p 
vecinătate V a unui punct ţp € R, se scrie 


2 i AD 2 
fe olo) în to dacă La =0 


(se citeşte "f este un o mic de q'). Cazul cel mai întîlnit este q() = (t — to)", 


au AD Pad) 
n > 0. Dacă Kt) = Pt) + olt — to) în to adică lim ———— = 


0 şi dacă P, 
tot (t- to)” i 


i i ială tunci se spune că P, este o 
este o funcţie polinomială de grad <n, atun p „P, esi 
dezvoltare limitată a lui f de ordin n, în jurul lui żọ. Indicăm cîteva 
dezvoltări limitate importante, care rezultă din formula Taylor: 


dia: n 
et=1 4 EX. +X-+olr%); 
2! 


E n! 
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3 2 
sins- 2 -2% +... sepet 
1 (2n + 1)! 


2 3 2 
cosx = 1 - 5 +... +- vi + o(x22); 


n+l 


R 


+ ol? 1); 


e 


Pentru orice x e (—1,1) avem: 


2 
în(1 oaie D1’! solu); 


n 
1 =l+x+.. +x" +o"); 
1-x 
(1 ace ltor, și AO Dant yn 


n! 
Dezvoltarea limitată a unei funcţii f, de ordin n, în jurul lui to, este unică, 
dacă există. Într-adevăr, dacă ft) = P E) + ot — to)” şi At) = QŒ) + ot — to, 
cu P,Q polinoame de grad cel mult n, atunci punînd 


Pt) - Q, =a + alt -~ o) +... + a(t- to rezultă a, = lim PrO -Qu = 


tot (t- toP 
pentru orice p =0,1, ... n deci P, = Q,. Dezvoltări limitate au loc şi în cazul xe 
complex. 


0 
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Fiind dată o funcție f : 7 — R definită pe un interval Z, problema aproximării 
este de a determina o funcţie mai simplă g : 7 ->R (de exemplu polinomială) 


„astfel încât V x e 7, fx) = g(x). Orice astfel de formulă trebuie însoţită de o 


evaluare a erorii absolute 
£, = |Ax) - g(x) |., pentru x e I. 


Astfel, formula lui Taylor permite aproximarea locală a unei funcții f de clasă 
C” + (T) printr-un polinom de grad < n; adjectivul "locală" se referă la faptul 


pă k) 
că Vae l, aproximarea fl) = E Fa) 


i (x - a): are loc într-o vecinătate a 
k=0 ‘ z 


punctului a. Utilizarea restului Lagrange (sau a restului integral) permite 
evaluarea erorii absolute în această formulă. 

„Există şi un alt tip de aproximări, anume cele uniforme (sau globale). 
Dacă fg:I—R şi e >0, g este o s- aproximaţie globală a lui f dacă 
dfg) < e, adică Y x e I, |flx) — g(x)| < e. De exemplu, dacă f este o funcție 
continuă pe un interval compact [a,b], atunci Y e > 0, este £ — aproximată 
global cu p funcție etajată (conform corolarului teoremei III. 8). De asemenea 
există o teoremă datorată lui Weierstrass care arată că pentru orice funcţie 


M = sup |f? Pw] „atunci Įf-PI< 
i xe 
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continuă f : [a,b] — R şi pentru orice e > 0 există un polinom P astfel încît 
d(f.P) < e, adică în "tubul de funcţii” limitat de f- ef + e este situat graficul 
unui polinom. 3 5 

În cele ce urmează, ne vom ocupa de un alt tip de aproximare, numită 
prin interpolare. Aceasta se referă la utilizarea tabelelor de valori discrete 
asociate unor funcţii, care apar curent în diverse tipuri de măsurători şi 
prelucrări de date. Fie xox,- X, puncte distincte din 7 (numite noduri de 
interpolare) şi f: Z — Ro funcţie teoretic definită pe Z, ale cărei valori y; sunt 
cunoscute doar în nodurile x; deci 

Rx) = Yp pentru i = 0,1,...„p. 

Orice funcţie g:I—R astfel încît gœ) =y, 0<isp, se numeşte o 
aproximare a lui f prin interpolare. Graficele lui f şi g trec ambele prin 
cele p +1 puncte My). Una din funcţiile g remarcabile o constituie 
polinomul Lagrange P de interpolare de grad < p, asociat lui f şi punctelor 
MoM»... Mp, pentru care P(x) = fx), 0 <i <p. i - 


TEOREMA V. 9. Polinomul Lagrange de interpolare P asociat tabelei 
Žo i e P există şi este unic; în plus, dacă f este de clasă ©” +I) şi 
Yo Yı = Yp . 

M 


(p +1)! 


sup | = xæ = x1) ~. (Œ = £p) |. 


DEMONSTRAȚIE. Pentru orice i, 0 si < p, considerăm polinomul de grad p 
Lí) -= Œ- xo) <a. (ac -xE — ia 1) ee Ep) 
Cap Xo) mea (ac — i - DĂ; T Ki e 1) eee (ci — Ep) 


i P 
şi se observă că Lx) = 6, pentru 0 <ij<p. Luînd Pl) = y;L{x), se 
fa 
p po 
observă că grP < p şi P(x;) = E yiLiap = $ y5 =9; pentru orice = 0,1,....p. 
i=0 i=0 
Unicitatea 'lui P se demonstrează astfel: dacă P}, P, sunt două polinoame de 
grad <p astfel încât P,(,)=y, Pax) =y; pentru orice 0sis<p, atunci 
polinomul `P} - P, are gradul <p şi are p +1 rădăcini, anume nodurile 
XoăizX%p: Deci P, — P, este polinomul nul, adică P, = Po- 
De remarcat că polinoamele L; depind numai de alegerea nodurilor de 
interpolare. Stabilim acum eroarea absolută pentru formula aproximativă 
Rx) = P(x), x e I. Pentru x + x; 0 < i< p, notăm i 


Ro- — OPA şi 
(ae -xox -= x) a 


et) = fu) - Plu) - R(x) -(u - xou — 9). (up). 


` reali de grad < k. Orice polinom este o func: 
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Funcţia ọ se anulează în p + 2 puncte distincte, anume x 


uleaz : Xi% deci 
conform teoremei lui Rolle aplicată succesiv, derivata o? B e ya 


i ” se va anula 
într-un punct & e J, de unde va rezulta că 0 =/P* WE) - R(x)-(p + 1)!, adică 
- R()= fe: DE) 


T (x -xox = x1) ... (x - xp), de unde evaluarea din enunț. 


EXEMPLU. Determinăm polinomul Lagrange de interpolare asociat tabelei 
O 12 4 

À f a 100-3 

În acest caz, avem p = 3, yọ = 1,y,=0, Ya = 0, ya = —-8, 


A 


“iti C -xXx -xx -x)(x — 1 - 2) - 4) 
(æo = X1X£0 = xaX Xp = Xa) CIX- 2X- 4) 


Lala) = (Œ — Xo)(x = axa - x3) 2 x(x -~ 2)(x = 4) 
. (ac, 7 xox] = xax] — x3) 3. 


Lala) = = x(x ~ Ic - 4) „Ly&)= x(x - 1 - 2) 
4 24 


7 g $ $ l 
şi ca ‘atare, P(x) = 2 yiL) = Lo) - 3La(x) = - $ (8 -5x2 + 8x- 4), după 
pa 
calcule uşoare. ` ; 


În loc de polinoame se pot folosi funcții polinomiale pe porțiuni, numite şi 
funcții spline". Dacă I = [a,b] şi A:a E E EEEE AEE = b este zi 
diviziune cu n noduri interioare, o funcţie s : I -> R se numeşte spline d 
grad k (k > 1) relativ relativ la A dacă s este de clasă CP Pae ores 


-XD : s 
: l a A şi pe orice 
interval [x;x; , zl, 0 <i sn, s coincide cu o funcție polinomială cu coeficienți 


na ţie spline, nu şi reciproc; de 


a {x-0} dacă x>a 
0 dacă x<o 


ie spline de grad k şi nu este polinom (pentru că are o infinitate de zerouri 
ără a fi funcţia nulă). Se demonstrează că mulţimea S, „(A) a funcţiilor 
spline de grad k relativ la o diviziune A fixată cu n noduri interioare 
X1 < Xp < ... < X, este un spațiu vectorial real, avînd ca bază funcțiile | Í 


ză k k 
lxt? tf (e o le le -xÉ 


deci dimS, „A) = n + k + 1. Pentru determi i ii 
y i minarea 
necesare (şi. suficiente) n + k + 1 condiţii. riza at, 


MA) sunt 
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EXEMPLU. Fie fx) = sinx şi nodurile x, = 7/4, x, = n/2 pe I = [0n]. Vrem să 
aproximăm f printr-o funcție spline s de grad 1. În acest caz, dims, (A) = 4 şi 
o bază este 1,x, (x —n/4),, (x — n/2),. Aşadar, $ 


n T 
S =c] +C% + Calc -—), + Cal = e 
IPEE e pă pe ag 


şi coeficienţii c.„CpCasc, se determină punînd patru condiţii simple asupra lui 
s; de exemplu 


i 2 T T 
s(0)= R0) = 0, s( E) = Ty- 2 st) 1) =1,s(n) = fin) =0. 
(0) =A 7 A Pole: ui A z K 
Pentru funcţiile spline de grad superior se pun condiții şi 'asupra derivatelor. 

În încheiere, prezentăm cîteva considerații privind derivarea şi integrarea 
numerică (aproximativă). A 
a) Fie f: [a,b] > R o funcţie de două ori derivabilă şi ue (a,b); alegînd h 
suficient de mic astfel încît u — h,u + h să aparţină intervalului (a,b], atunci 
în aplicaţii practice se pot folosi următoarele formule aproximative: 


Po) = APA „pn Rush fu DD, 


Dacă xp <x; <-:: <a Sunt puncte echidistante situate în [a,b], cu 


h=x%,-X%, pentru 1<k<n+1, atunci notînd y, =), rezultă 


Fe) = sau aL) pentru 0 <k <n şi f(x) < Lai i pentru Iskan. 


. b 
b) Fie f : [a,b] > R o funcție continuă şi J = faoa. Făcînd schimbarea de 
) s a 


p 
variabilă x=a+ b-a, (>0 constant), rezultă J= [ea unde 
: 0 


b 


29 fa + b-a, Să notăm y;=g() pentru i= 9,1,...p şi fie 
P P 


at) = 


b , 

P(t) = L y;LAt) polinomul Lagrange asociat lui g şi nodurile 0,1,...,p. Avem 
i=0 

glt) ~ P(t) pentru t e [0,p] deci 


P p p P 
J= fadt = [poat - Ý y: [LDA 
0 0 i=0 ọ 


p 
Numerele c? = frat (i = 0,1,...,p) pot fi tabelate şi sunt independente de 
v 


` funcția f. În concluzie, rezultă formula aproximativă 
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b 

a (p) 
ffas -E yie, 
A i=0 


: numită formula lui R. CÔTES (1682 —:1716). Folosind teorema V, 9. se poate 
da şi o estimare a erorii absolute în această formulă: 


y Ploi ținute z 
| jAdaz - E sic?! = | [abat - [Poat] < 
a iso 5 0. 


P i p 
< (late) -Plats M = : 
Jia lasa fise 1)..¢-p)|dt. 


Pentru p = 1 se obține formula trapezelor, iar pentru p = 2, formula lui 
T. SIMPSON (1710 — 1761). Fără a da detalii de demonstrație, explicităm 
formula lui Simpson. Fie f : [a,b] > R o funcție de clasă Cf, A = (b - an cun 
par, n = 2m; fie x, = a + kh, k = 0,1,...n. Atunci 


b : 
pda - la Rao) + Raam) + AA + 2A), x 


unde 


Aa Rp + faa) + e + feam 1) Si Ag = Pas) + Rata) + + Rotar a). 


Eroarea absolută este < (b 2) “FOI. 
18074 


l 
EXEMPLU. Fie J= fe 


2 
“ dx. Nu se poate aplica formula Leibnitz - Newton 
0 


(deoarece integrantul nu are primitive exprimabile prin funcții elementare). Se 


: . k 2 
poate aplica o dezvoltare limitată de tipul e*° = 1 + săi + sa dar este dificilă 


"estimarea erorii. Dacă dorim valoarea lui J cu eroare < 102, un calcul simplu 


arată că este suficient de luat n = 4 în formula lui Simpson. Deci h = 1/4 
X, = kl4 pentru k = 0,1,2,3,4, A, = fx) + Ara), As = Rxz) şi rezultă 


ga le +e + 4(el6 + e96) 4 2e”4] « 1,46. 
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5. 10 exerciţii 


1. Să se determine raza de convergenţă pentru următoarele serii de puteri: 
a) DD nz" ;b) E ano’ £ Degi (ze 0). 


130 nzi P azi m 


2. Să se determine PRS de convergență pentru seriile următoare: 


a D girnd pano ge wem. 


nz0 R+ n20 n20 


3. Să se determine suma următoarelor serii: 


a Y natb D Ži; o5 a d) Si 


nz1 n21 az ni n21 nn+1) 


ă : (x) (- 1) x px : 
4.8 se arate că funcţia J,(x)= 5 => verifică relaţia 
i To k!(k +n)! f 


xJ) +J a) + 2 -nd , pentru orice x € R şi orice n e N. 


5. Să se arate că: 


x4 2 
a) sin2x = x2 - 3 A+ olt), b) esinz = Leesi +oa?), 


3 5 2n+1 
c) arctge=x Xa CIP Ă volti), 
5 3 5 ari 


6. Să se arate că dacă f are o dezvoltare limitată de ordinul 1 în jurul lui źżọ atunci 
există Fto) Dar dacă f are o dezvoltare limitată de ordin 2 în jurul lui tg, nu există 


neapărat f(t); analizaţi exemplul lui At) = cost + 15sin L dacă t 4 0; R0) = 1 şi tọ = 0. 
0 7 0 


7. Un număr real a20 se zice constructivist dacă există funcţii calculabile 
fgh:N>N, g(n)s0 pentru orice n21, h(n)—0, astfel încît Yni, 


la- pio |<h(n). Să se arate că orice număr rațional a > 0 este constructivist şi că 

gn) 
x şi e sunt constructiviste. (O funcţie f : N— N se zice calculabilă dacă valorile ei pot 
fi calculate cu ajutorul computerului; această definiție este desigur discutabilă). 


8. Să se determine mulțimile A = {z € C |'sinz = 2}, B = {z e C| |sinz} = 


9, Să se determine polinomul Lagrange pentru: 
a) fx) = sinx şi nodurile xg = 0, x, = W2, x3 = T; 


b) tabela 2 1 2.3., - 
20 14 
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10. a) Să se ieee cu eroare < 1077 integrala I= f àz 
gat + 1 
b) Să se calculeze T cu aproximaţie < < 107, folosind una din următoarele formule: 


dx 1 1 
n =4 ; n = l6arctg— - 4arctg_1_. 
je TI S% E-739 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


A 
l.a) R=lim]| Zl; b) R = 12; c) R = 1e. 


naow n+ 


2. a) (-1,1); b) Fie ad =y; necesar |y] < 1 deci x e (-3/2,). 


c) e" =y; y e (-1,1) deci x e (-,0), 


3. a) Fie S(x)= ȘI nx”, xe (-1,1) deci 
n=1 


adi d E N aa ea d si J; 
A Ix)’ 


3 x x? 3 
b) SOs riti t Seyler? lL, Vaze (1,1). Deci 


3 =: 
S(x) = -In(1 - x) + C. Facem x = 0 şi rezultă C = 0. 


c) S(x)=e?-1; ha 
d) Calculăm (x S) etc, 


ni În acest caz, raza de convergenţă este œ deci putem deriva termen cu termen de 
ouă ori. 


[i 


x3 x5 


5. a) Avem sinr=x-%_ + > +o(xë) şi calculăm sin2(x); 


e 
b) Avem e“=1+u+ 3 + o(u?) şi punem u = siny ete, 


1 
Lra 


4 


c) Se integrează dezvoltarea =1l-x?+xt-... sau se aplică formula lui Taylor, 


6. Fie At) =a + bt + olt — to). Făcînd t — tọ rezultă Rio) =a + bto. În plus, 


Pg) = lim APA) o pie Ati tO- t) -a -bto y 


tab É-to tto t -to 
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2 i . $ 
În exemplul dat, rezultă f£) = 1 + ia + ot?) , AO) = 1, (0) = 0 şi 7/(0) nu există. 


7. Dacă a=plq cu pgeN, q+0 luăm fin)=p, en)=q şi h(n)=0. Avem 


l,i CIP a za] ÎL. CD) rezultă 
medie] Notînd Sa d br aricii T 


4 cina zii ile ti PA a 
În sa] < ze Similar, es lt tt , avem 
1 l osna l a aa E 
le = sa Sa a | taa CEL CEL) 


<s 1 1+ l+ 1 +a |= 1 n+2 etc. 
nl n+2  (n+92P (n+ Din+1 


8. sinz = 2 & LŽÍ = 2 ; notind ef = w, rezultă w — Mw = 4i, w? - 4iw — 1 = 0 deci 
l 


w=2iż4 i/3. Atunci E 
iz = Ln (2i + i/3) =In(2 = V3) + iC + 28n) i 


he... Apoi | 
i 1 [eiet — e7 i1 w] = 


i 


sinz = sin(x + iy) = 


PRE [e->(cosr + isinx) — eY(cosx - isinx)) = sing ' chy + icosx - shy 
2i 


și rezultă |sinz| =Vsin2x +sh?y deci B = {(x,y) e R? | shy = + cosx}. 


9. a) P@) =- (x? - na) ; b) P@) =- 3 (x? - 12x? + 23% - 12). 
T 


10. Se poate aplica formula lui Simpson (n = 6) dar se recomandă utilizarea dezvoltării 
lui arctgx. 


LECȚIA A VI-A 


DERIVATE PARȚIALE, EXTREME LIBERE 


INTRODUCERE 


În această lecție dăm primele rezultate de calcul diferenţial pentru funcţii de 
mai multe variabile reale. Cazul funcţiilor de o variabilă este un caz particular 
şi în acelaşi timp el permite şi o testare a înţelegerii cazului general. Vom 
defini şi studia derivatele parţiale, diferenţiala, extinderea formulei lui Taylor 
şi determinarea extremelor libere ale funcţiilor de mai multe variabile reale. , 
În încheierea acestei lecţii se dau cîteva aplicaţii utile. 


1. Derivata după o direcţie, 
derivate parţiale, matrice jacobiană 


Fie a,b e R”, a +b. Definim: 
dreapta ce "trece" prin a şi b ca mulţimea 
we R';x=a+t(b-a),te R 

semidreapta din a trecînd prin b 

i {x e R';x=a+t(b-a),t20) 
segmentul ce "uneşte" a cu b 

le R';x=a+t(b-a),0sts<1)= [a,b] 

(ultima egalitate este o notație). 
Vom numi direcţie în R” o semidreaptă din 0 e R”. Este clar că fiecare 
punct b #0 în R” determină o direcţie dar puncte diferite pot determina 
aceeaşi direcţie. Însă, orice direcţie conţine un unic punct de normă 1 numit 
versorul direcţiei respective. Putem deci defini o direcţie şi ca un punct 
(vector) de normă 1 (versor). Vom folosi mai des această definiţie pentru 
direcţie. i 


Comentariu. Orice semidreaptă determină o direcţie (unică) (semidreptei (x e R”; 
b-a 


x= a + t(b — a), t 2 0) îi corespunde direcția s = i T O dreaptă determină două 
b-a ) 


direcții opuse (dreptei {x e R”; x =a + tb - a), t € R} îi corespund direcțiile + i T 
-a 
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Să fixăm o funcţie Ax...) f : A — R definită într-un deschis A c R”; fie 
a = (a,,-:-„a,) e A un punct fixat şi x = (x...) "punctul curent" din R”. Fie 
S = (Sp-..5,) e R” un versor n — dimensional (fs} = 1 adică sp ++ s? =1) 
Tripletului (fa,s) i se poate asocia funcția de o 'variabilă reală 
glt) = fa + ts) = Ka, + tsy, -.- Ap + ÉS), definită în vecinătatea originii mai 
precis, cum A este deschis şi a e A există r > 0 astfel încît B(a,r) c A; deci 
Vte (—r,r), dla + ts,a) = ja + ts - a] = is] = || <r deci a + ts e Bar) şi 
‘astfel este bine definită funcția g : (-r,r) — R, t > fla + ts). 


Definiția VI. 1. Fie (fa,s) ca mai sus. Se spune că f este derivabilă în 
punctul a după direcţia s dacă funcţia g este derivabilă în £ = 0; în plus, 
numărul real 


Afio) =g"(0) = lim gt) - g(0) 
ds 150 t 
se numeşte derivata lui f după s în a.. k 
Aşadar, notînd x = a + ts, vectorul x — a este coliniar cu s şi 


Af (a) = lim fa + ts) - fila) Si Ax) - fa) _ lim Ax) - fa) 
t 


d 
ds 2>0 t>0 t za t 
x=a + îs 


aceasta modelează "viteza de variaţie a lui f pe direcţia s, începînd din a". 
Vom nota în continuare cu : 


e, = (1,0,...,0), ep = (0,1,...,0),..,€, = (0,0,...,1) 
vectorii bazei canonice din R”; evident, fiecare e,, 1 < k < n este un versor. 


Definiția VI. 2. Fie Ax.,..-.%,), f: A —> R, a e A ca mai sus. Se spune că f are 
derivată parțială în punctul a, în raport cu variabila x, (variabila de indice 


k) dacă există AF (a); acest număr real se mai notează F a) sau Dfa). 
de; EA 
Aşadar, 


Ox de t30 t=0 t 
Funcţia f se zice derivabilă parțial pe A dacă Va e A, există Z (a) pentru 
Xk 
orice k = 1,..„n. În acest caz se definesc n funcţii AF. A > R, a» 2 ta), 
Op Op, 
1 Sk sn, numite derivatele parţiale ale lui f pe A. Funcţia f se zice de 


“clasă C! pe A şi se scrie fe CXA) dacă f este continuă, derivabilă parțial pe 


A şi cu toate derivatele parţiale MA continue pe A. 
i Si 


Xn 


of (a) -Ê (a)=lim fa ai de i -lim Rar- Ap tbc) flat An) | 
k 
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În cazul n = 2 vom scrie (y) în loc de (xp), iar în cazul n = 3, punctul 
curent (&1:X2,%3) se notează cu (x,y,z). O funcție Ax,y), f: A >.R (A deschis în 
R^) este derivabilă în raport cu x şi respectiv cu y în punctul a = (a.,a2) dacă 
există 


PF to) = tim Fa * bad -Ranan 
Ox 


și respectiv 
t-> 0 t $ pechi 


2 (a) = lim F22 +P Rana) 
t0 t 


A t 
acestea reprezentînd "vitezele de variație a lui f pe direcțiile axelor Ox, Oy". 
Dacă aceasta are loc pentru orice punct a e A, atunci derivatele parțiale ale 
lui f în punctul curent din A vor fi: 


PE e y) = lim EIEI -FEI -lim FE + Aey) - foc) 
dx t>0 t Ax=0 Ax 


IF) = lim FE + D= fe) — time LE + Ao) = Pa), 
gy t>0 t 430 Ay 


Notaţiile Ax, Ay, în loc de t, sunt folosite în practică. Totodată, reținem a 
"0 


se calculează derivînd f în mod uzual în raport cu x (considerînd y constant); 
similar, X se calculează derivînd f în raport cu y şi considerînd x constant. 


Pentru o funcție Ax,y,z) avem: 


IF te uz) = lim A + Ay oz) -fx y2) ; 
Ox Ax 0 Ax \ 


derivînd în raport cu x şi considerînd y,z constante. 


EXEMPLUL 1. Fie Ax,y) = x? + xy, A = R? şi a = (5, -3). Atunci 


df D f5 +t, 3) K5 3) P af 2 £) 
=—(a) = lim CĂ =" ş a) = lim A5,-3 A5, 3) 5 
Ox t>0 É * J. i am: t i 


Ff- 


În punctul curent, x7 2x +y şi x =; înlocuind aici x = 5, y = -3, regăsim 
A - Ad 
valorile anterioare. 


EXEMPLUL 2. Pentru Ax,y,2) = (x + y)sinyz avem, în punctul curent: 
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2f = sinyz, 2f = 1-sinyz +(x + y)-cosyz z şi 2f = (x +y)-cosyz -y. . / 
Ox ay oz 


EXEMPLUL 3. Fie flæi,Xg,-..,X%n) = yx + x2 + aa +x2 definită pe deschisul 


A =R" \ (0). Avem -= : r 


-r pentru orice k = 1,2,...,n. 
Xr (x +x RE Daci 


EXEMPLUL 4.: Orice funcție "elementară" este de clasă C! pe orice deschis 
conținut în domeniul ei de definiție; deci polinoamele, funcțiile raționale, 
exponențialele etc. ca şi compuneri ale acestora sunt funcții de clasă CT. 


Definiţia VI. 3. Fie ACR" un deschis, a e A şi F: A > R” o aplicaţie cu | 


valori vectoriale. Dacă f; : A > R, 1 si <m, sunt componentele lui F deci 


/ of. 
Vaze, F(x) = A&F) şi există toate derivatele parțiale- (o) 
PA 


J 
1sism,ls<j<n,se defineşte matricea jacobiană (a aplicaţiei F în punctul 


a) prin | 
Jp(a) = Fi (a) | 
Ox; sism,1sjsn 


(după numele matematicianului german C. G. JACOBI, 1804 - 1851). 

Dacă m =n matricea Jpla) este pătratică şi determinantul ei se numeşte 
jacobianul (sau determinantul funcţional) al funcţiilor f,,....f, în raport cu~ 
variabilele x,,....x,, în punctul a şi se notează astfel: 


Dfi sfa) 


~ (a) = detJ p 
Dat aJ ete) 


Vom spune că F este de clasă C? pe A (F e Cl(A)) dacă fis--fm Sunt de clasă 


„Clpea. i 


EXEMPLUL L Fie aplicația F:A > R?, (p,0) > (pcos9, psin6), definită pe un 


deschis A c [0,-) x R. În punctul curent avem 


cos® -psinð 


mew 


şi jacobianul este p. 
sind  pcose 


EXEMPLUL 2. Fie F : A > R’, F(x) = (72 + Tx, + Inx > 1/24) = (fu), falc)), unde 
x = (X1, Xp Xa, X4), definită în deschisul A = (x e R | x} > 0, x, + 0}. În acest 
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f dacă există o bilă B(a,r) cA pe care diferenţa f(x) — fa) are un semn 
constant; mai precis, punctul a este un punct de minim (respectiv maxim) 
local pentru f dacă V x e B(a,r), fx) 2 Ra) (respectiv Rx) < fa). 

“Un punct a € A se numeşte critic pentru f dacă feste diferenţiabilă în a 


şi dfa) = 0, deci Lo =0 pentru orice k = 1,..„n. 


Xh 


TEOREMA VI. 11 (teorema lui P. FERMAT, 1601 — 1665). Dacă o funcţie f 
ca mai sus este diferenţiabilă într-un punct a e :A, care este un punct de 
extrem local pentru,f, atunci a este punct critic pentru f. 


DEMONSTRAȚIE. Fixăm un versor s e R” ales arbitrar. Alegem r > 0 astfel încât 
diferenţa fix) — fa) să aibă semn constant pe o bilă B(a,r) © A. Atunci funcţia 
g : (rr) > Rgt) = fa + ts) este derivabilă în t = 0 şi diferenţa g(t) — g(0) are 
semn constant pentru orice te (—r,r). Aceasta înseamnă că £ = 0 este punct 
de extrem local al lui g şi conform teoremei lui Fermat din liceu, rezultă 


8/(0)=0, adică ao. În particular, Laso pentru 1<k<n şi 
s Xy 


dfa) = 0, conform teoremei VI. 5. 


COROLAR. Dacă Ax...) este o funcție de clasă C! pe un deschis A c R”, 


atunci punctele de extrem local ale lui f sunt printre soluţiile, situate în A, ale 
sistemului 


ELA 


of 
Ox, EN 


(CSEE 20 EE OE 
1 n Jx 


Cista) = 0. 
n 


EXEMPLU. Extremele locale ale funcţiei f(x,y) = x? + 6y? — 9xy se află printre 


soluţiile sistemului Li =0, x =0, adică 3x? —9y = 0, 18y? — 9x = 0. 
Ao 


OBSERVAȚII. Reciproca teoremei VI. 11 este falsă, aşa cum arată exemplul 
funcției f : R? > R, Ax,y) = xy; punctul a = (0,0) este evident critic, dar nu este 
punct de extrem local pentru f, deoarece diferenţa f(x,y) — A0,0) = xy nu are 
semn constant pe vreo bilă centrată în origine. 

„Corolarul teoremei VI. 11 arată că anularea derivatelor de ordin I 
reprezintă doar o condiţie necesară de extrem. În cele ce urmează vom da 
condiţii suficiente de extrem, deci criterii de a decide care din punctele critice 
ale unei funcţii sunt şi puncte de extrem ale ei. Este necesară în prealabil 


„următoarea: 


LEMĂ. Fie (4; sijs 0 matrice simetrică din M„(R) şi ọ:R"°—>R,. 
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n n i Ş 
ow D arii, <= (Xp) forma pătratică asociată, Dacă ọ este 
ZI ja 


pozitiv definită (adică (x) > 0 pentru orice x e R” \ (0)), atunci există A > 0 
astfel încât V y e R”, oy) > Ayie. i 


DEMONSTRAȚIE. Fie S = {x e R” | Ixi = 1) sfera unitate din R". Fiind închisă 
şi mărginită în R”, mulţimea S este compactă. Funcţia polinomială ọ fiind 
continuă, ea este mărginită pe S. Fie À= inf (x) deci există č e S astfel 
încît d = (6). Dar 6 +0 (căci O g S) şi ca atare (6) >0 deci X >0, adică 
V x e S, ọ(x) > à. Dacă y = 0, atunci inegalitatea din enunţ este evidentă; fie 
atunci V y e R” | (0) deci es şi ca atare, (za. În concluzie, 
2 i: y. i y 
006) >1 şi lema este demonstrată. 
lyi Si 


TEOREMA VI. 12. Fie Ax,....x,), f : A > Ro funcţie de clasă C? pe un deschis 
ACR" şi a un punct critic pentru f. Dacă forma pătrâtică q = d2/(a) este 
pozitiv definită (respectiv negativ definită), atunci a este punct de minim local 
(respectiv maxim local). 


DEMONSTRAŢIE. Presupunem q pozitiv definită deci conform lemei există A > 0 
astfel încât q(x — a) 3 Ax — al?. Scriind formula lui Taylor în jurul lui a, 
rezultă 


Aa) = fa) +T (x) + {R , unde 


of 


n 


(a) şi 


T) = e -a)- L(a) +. + (Xna) 
oxa 


i 2 i 2 
Re = ta, -aP LO + 2, - apr - ap) XP) +. (a, -a PAT 6), 
x? Ox. 0X9 dx? 
1 n 


unde £ e [a,x]. Deoarece a este critic, rezultă că Fca) == ZLo =0 deci 
“Oi a a 


Ta() = 0 şi ca atare Ax) - fa) = 1/2-R, în vecinătatea lui a. Deoarece f e CA), 


2 2 2 
“funcţiile 27 A oT iag 2 L sunt continue pe A deci 
i dxi drd x, - 
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À 2 2 
R = - a. 2 (a) + 20, - aaa <a) 2E la) +. 
X1 . x1 dxa 


DF 
z 


o + (Xn = an? (a) + olx -a f?) = glx - a) +o(ja - a[2). 


dx, 


Atunci Ax) - Aa) = 5m4 -q(x -a) + alx) lx -al?, unde limg&)=0. 


xoa 


Rezultă Ax) - fa) ac + ao) jx - a |? . Deoarece A > 0, se poate găsi r>0 


astfel încît 7/2 + alx) > 0 pentru orice x e B(a,r). Ca atare, Ax) > fa) 2 0 pe 
bila B(a,r) şi a rezultă punct de minim local pentru f: 
Cazul punctului de maxim se tratează similar sau se consideră -f. 


În algebra liniară se demonstrează că o formă pătratică reală este pozitiv 
definită (respectiv negativ definită) & toate valorile proprii ale matricii 
asociate sunt strict pozitive (respectiv toate valorile proprii strict negative). Am 
văzut că pentru forma pătratică d?a), matricea asociată este hessiana 


H=|2f (a) ; 
Oxid; jsajen 


Fiind simetrică, valorile proprii ale lui Ħ vor fi reale. Rezultă următorul 
procedeu de determinare a punctelor de extrem: 


Pasul I. Fiind dată o funcţie reală Raison) de clasă CÊ, se determină 
punctele critice ale lui'f. 


Pasul II. Fie a un punct critic. Se calculează hessiana H corespunzătoare şi . 
se determină valorile proprii ale lui H., 


Pasul III (decizia). Dacă toate valorile proprii ale lui H sunt strict pozitive, 
atunci a este un punct de minim local. Dacă toate valorile proprii ale lui H 
sunt strict negative, atunci a este un maxim local. Dacă unele valori proprii 
sunt strict pozitive şi celelalte strict negative, atunci a nu este punct de extrem 
local. În fine, dacă 0 este o valoare proprie pentru H, atunci nu se poate decide 
şi pentru a evalua semnul diferenţei Ax) — Aa), se aplică o dezvoltare Taylor 
de ordin superior în jurul punctului a. Se trece apoi la alte puncte critice. 


EXEMPLUL 1. Determinăm extremele locale ale funcţiei 


faxy) =x + y + 4sinxsiny 


în deschisul A = e-o) din R2. În acest caz, 
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2f = 1 + 4cosx siny, 2f = 1 + 4sinx cosy . 
Ox dy : 


Punctele critice verifică relaţiile sinycosx = —1/4, sinxcosy = -1/4 deci 
sin(x + y) = -1/2 şi sin(x — y) = 0. Se găseşte un singur punct critic, anume 


a = Tn- Li . Calculăm acum hessiana H în punctul a. Avem 


dF > n2 Tr DF 2 Tm E, 
(a) = -4 ——=-2-y3, (a) = 4cos? —=2+y/3, 
3x2 o Sap 12 dxdy a) 12 


DF (a) =-4sin2 [T =- -2 -/3. 
y? T2 


Atunci 


-2-y3 2-y3 
2-/3 -2-/8 


şi valorile proprii ale lui H sunt ambele strict negative. Deci a este un punct 
de maxim local pentru f. 


H = 


EXEMPLUL 2. Determinăm extremele locale ale funcţiei 
Axy,z) = x?y + yz + 32x = 22. 
Există un singur punct critic, anume a = (2,-8,-4). Hessiana este 


-16 4 0 
H=| 4 0 1 
0 1-2 


şi are valori proprii atît strict pozitive cât şi strict negative, deci a nu este 
punct de extrem local pentru f. 


OBSERVAȚIE. Fie K c R” o mulţime compactă şi f o funcţie de clasă C? pe un 
deschis care conţine K. Extremele globale ale lui f pe K sunt atinse în puncte 
din K. Dacă acestea aparţin lui k , atunci ele sunt puncte critice şi pot fi 
determinate ca mai sus. Dacă ele nu aparţin lui k , ele aparţin mulţimii 
FrK =K. LE şi sunt necesare alte metode pentru determinarea lor. 


5. Aplicaţii i 


În acest paragraf dăm cîteva metode aproximative, care pot fi cu uşurinţă 
"dizolvate" în programe de calcul. 
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I. Metoda celor mai mică pătrate. 
Presupunem că în măsurătorile unei mărimi fx) se obține o tabelă de valori 
de forma i ` 
Žo Pa te ysfa) O0si<p. 
Yi Y2 Yp 
Am văzut în lecţia a V-a, $4 că rostul interpolării este acela de a estima 
valoarea lui f în puncte situate între nodurile Xp O < i < p. Există însă situaţii 
în care este util de ştiut cît de mult se abate graficul funcţiei f de la o dreaptă. 
Dacă dreapta y = ax + b ar trece prin punctele (49), 0 < i < p, atunci am avea 
Yi = ax; — b = 0 pentru orice i = 0,1,...p. În general acest fapt nu se poate 
realiza şi se pune cândiţia ca expresiile y; — ax; — b să fie "simultan mici", în 
sensul că expresia ' è 


p r 
Ela, b)= Y (y; - ax; - b}? 
i=0 


să fie minimă. Metoda celor mai mici pătrate constă în determinarea 
constantelor a,b cu această proprietate. Conform teoremei VI. 11, condiţiile 
necesare de extrem sunt = 


p P 
Æo, 2E o0, adică E Q;-ax =b) x0, F -axi -b)-0. 

da ðb : i=0 izo i 

Dacă (agbo) este soluţia acestui sistem (în ipoteza că există), se verifică uşor 
că ea reprezintă un punct de minim pentru E. Dreapta y = agx + by se mai 
numeşte dreapta de regresie asociată tabelei iniţial considerate; ea 
"mediază" printre punctele M,(xy;), 0 < i < p. 

Metoda celor mai mici pătrate se generalizează astfel: pentru acecași tabelă 
de date căutăm parametrii CLCC, Şi O curbă de ecuaţie y = PE C1 Cgre Ch) 
care să medieze printre punctele M; 0 si <p. Se formează expresia 


p 
ECC) = D Di = PCC, a sex 
i=0 
şi se pun condiţiile necesare de minim i =0,1<i <k, determinînd valorile 
C, 


: i 
lui CyCoy--sCpe 


O altă generalizare a metodei celor mai mici pătrate este următoarea: fie 
(X, FD un spaţiu vectorial normat real şi Y c X un subspaţiu vectorial. Se 
fixează a e X şi se determină Yo € Y astfel încît dla,yo) = la - yol să fie 
minimă. 
II. Metoda lui W. RITZ (1878 — 1909). 
Fie X un SVN real şi f:X> Ro aplicație fixată, cu valori reale (numită şi 
funcţională). Pentru a determina extremele lui f pe un subspaţiu finit 
dimensional X’ al lui X, se poate proceda astfel: se alege o bază (e...) a lui 


Ax) = Fleip. În acest mod, se evidențiază o funcție reală de k variabile 


“ orice versor se R’, Late: notînd cu n =versV f = Vf A 


A A 
(de exemplu, pentru n = 2 sau 3 avem Ho = Isi [V„fl- cos, cu = (s,V,f) 
d s 
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i k 
X’. Orice vector x e X se scrie unic sub forma x = Y c;e; şi se calculează 
$ isi 


(presupusă de clasă Cl) şi se pun condiţiile necesare de extrem E =0, 
Ci 

1 sisk. Se determină de aici c.,...,c,, şi cu aceasta un vector x candidat la 

soluţia problemei. $ 


II. Metoda gradientului. 

Indicăm o metodă mai specială pentru determinarea extremelor unor funcţii 
reale. Fie f(x,,....x,), f: A > R o funcţie de clasă C! pe un deschis A c R” şi 
a € A un punct fixat. Presupunem că a nu este critic. Reamintim că pentru 


versorul gradientului V,f = grad,f, se observă că 


Feo Fi = PEEL i A SERI 
max (a) KO (n, Vaf) =1V,fl şi min O ge 


şi cosð este maxim pentru 0 = 0 adică s =n şi minim pentru 8 = m, deci 
s = -n). Rezultă că pentru fa fixate, variațiile extreme ale lui f în a se produc 
pe direcţia lui V,f şi tocmai acest fapt stă la baza metodei gradientului pentru 
determinarea punctelor critice ale lui f, fără a rezolva sistemul 


F 20,0. 


dx, "9, 


Pie deci fe CXA), ae A şi na = Vf + 0. Vom numi traiectorie de gradient 
pornind din a orice drum parametrizat g : ] — A de clasă C}, definit pe un -~ f 
interval centrat în origine, astfel încît 


g0) =a şi Y t € I, (6) = V f deci g0) = na: 


Aşadar, imaginea drumului g trece prin a şi este tangentă în a la vectorul n,. 
Notăm At) = eA) = Ag (0), (0), deci 


hO = LEED gO +. + EEO) gL 
A Ok 


Of g(t) deci 
Ox, 


Dar gi) = (ee), gl) = 
Ox, 


rO-F Leor = IVf 20. 


i=1 i 


Aşadar, funcţia A : T — R este monoton crescătoare, adică valorile lui f cresc 
în lungul oricărei traiectorii de gradient (şi descresc în cazul cînd g(0) = na). 
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TEOREMA VI. 13. Presupunem că 7 = (tp) şi că există € = lim g(ż) în A. 
io 


Atunci & este un punct critic al lui f. 


DEMONSTRAȚIE. În caz contrar, T $ 6. Definim VY t e I, ht) = felt)) ca mai 
sus. Deoarece g(t) — £, rezultă că h(t) > RE). Deoarece Vf este continuu şi 
n: = Vefz 0, există m > 0 şi o vecinătate. V a lui & astfel încît. V x € V, 
IV„Al > m. Alegem ż e 7 astfel încît g(t) e V pentru t > tı. Avem V ź > ty, 
i i 
fod =A(E) - hit) şi cum AH) = |V pofl? , rezultă 


t, 
t t 
fh'Ddtz |m?at zmt- t) 
ti t i 


Aşadar, A(t) > Alt) + m? — t,) pentru orice t > t,. Făcând t — ce, ar rezulta că 


` RE) 2 e, absurd. 


În practică, pentru a determina un punct de maxim local al funcţiei f se 
poate proceda astfel: se fixează un punct Xo € A suficient de aproape de Ẹ; se 


determină sg =V, f. Se determină A. > 0 astfel încît Xg + Aso € A şi fly + Asp) 
să fie maxim și fie à valoarea găsită. Se notează x, = Xo + Aosa; se determină 
s1 = V, f, à corespunde maximului lui Ae} + ASI), Xo = Xa + Sy, cu E e xy etc. 
Metoda se adaptează pentru cazul minimelor. ' 

EXEMPLU. Căutăm minimul funcției Raxy) = x? + y? -4x — 2y, cu restricțiile 
(x? — y? < 16,y < 4; x > 0, > 0}. Evident, Vf = (2x — 4,2y - 2). Fixăm Xg = (0,0) 
deci sp = - V, f= (4,2) ; Axa + As) = A41,21) = 20}? — 204 şi minimul este atins 


pentru À = 1/2. Luăm x, = Xp + 2.59 = (2,1) ete. De fapt £ = x, este punctul 
căutat. 


6. 10 exerciţii 


1. Să se calculeze derivațele parţiale de ordinul I şi II ale funcţiei f : RÈ > R, 
Ax, y) =x + xy i 


2. Să se calculeze derivata funcţiei 
F: R > R, fy) =x? =y? 


în punctul (1,1) după direcția f ` a $ 
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3. Se consideră funcţia f : R? —> R, 


(Œœ? + y2)cos 


Ay) = 


> (Œy) + (0,0) 
2 yE ud 


0 > @,y) = (0,0) 
Să se arate că: 


_ i) feste diferențiabilă pe R? 


ii) I, a sunt discontinue în (0,0). 
dy 


4. Fie P(x,y,z) un polinom omogen de grad m > 0. Să se arate că orice punct critic al 
funcţiei P este un zero pentru P (adică (9,yp29) critic implică P(oYoZo) = 0). ` 


5. Să se determine extremele funcţiilor: 
fF:R >R, Ray,2) = 3x? Ey + 22 — 2xy + 2yz 
g: RR, gs y,z) =x +y? + z2+ 12xy + 22. 


6. Dintre toate paralelipipedele dreptunghice cu volum constant 1, determinaţi pe cel 
cu aria totală a feţelor minimă. 


7. Fie A = ((r0z)e R, 0<r<te, 0<0< 27, ze R} şi F:A >R, P=(fufyf), 
fi(r,9,z) = rcos, fy(r,8,2) = rsin0, fa(r,0,2) = z. Să se determine F(A) arătînd că F este 
o bijecţie de clasă C? a lui A pe F(A). 

Să se calculeze jacobianul lui F. 


8. Fie M(n) mulţimea matricilor n x n peste R. Prin identificări naturale M(n)=R"?. ` 


Considerăm funcţia F : M(n) > M(n), F(A) = AA! (A! transpusa lui A). 
Arătaţi că F este diferenţiabilă şi calculaţi dF() unde 7 este matricea unitate. 


2 : 

9. a) Să se calculeze x? SL df + Day L of + y2 24 f dacă flx,y)= 92 Y lexy? | cu pay de 
D? , dxdy dy? x], 

clasă C? pe R. 

b) Să se determine o funcţie f : R? —> R de clasă C? care să satisfacă ecuaţia 

= df 


=x +y pe R? 
0x9y 2P 


şi Ax,0) = x, KOy) = 7°, Y xy € R. 


10. Să se determine dreapta de regresie care mediază printre punctele M, 1(1,2), M3(2,0), 
M}(8,1). 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 
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i _į1 va |. af _1 of y3 df 1 Va 
. Notăm s = acri == fas == a (2) =1- 
2. Notăm s fă: } g (bb 3 (Di 3 y P = 2 + = (-2)=1-ya. 


x?e 


A 2 
3. i) Avem pentru x 7 0, cal and 0 LA L A Seos a a 0 deci Xo, 0)=0. 
x x x2 x>0 


Analog Loo = 0 . Avem în continuare 


fy) = 000) Yx? +y? cos Se deci ci afto, 0) = 
i | x? +y? ey) ÖN 
x? $ y? 
Diferențiabilitatea în celelalte-puncte rezultă imediat. 


2x cos i _____2x sin a 
xry? wlay?  x?sy 


z 3) (0,0) a . i ] 


ii) Fay) = etc. 
dx 


0 Ge) = (0,0) “ 


4. Avem Ze yz) +y zi (x,y,z) rZ aya) mP(x,y,z)deci (40; Yo Zo) critic implică 
y 


F rayoz0) = Gogog = Z ovozi) = 0 deci P(x, Yo Zo) = 0 


N 


5. De exemplu pentru funcția g obţinem punctele critice rezolvîind sistemul: 


3x? + 12y = 0 
2y + 12x x 0 
22 +2=0 

cu soluţiile (0,0,-1) (24,-144,-1). Hessiana este 
6x 12 0 


12 2 0 
0 02 


Pentru (0,0,-1) se obţin valorile proprii 2, Bass deci nu avem extrem (studiați 


comportarea funcţiei g în jurul punctului (0,0,-1)). Pentru (24,-144,-1) valorile proprii 
sunt pozitive deci punctul este de minim. 


6. Sunt de determinat valorile funcţiei Ax,y,2) = xy + xz + yz, x,y,z > 0 cu condiţia 
1,1 


xyz = 1. Scoatem z = ale şi reducem problema la extremele funcţiei g(x,y) = xy + 2. 


xy xy 
xy > 0. Găsim punctul critic x = 1, y = 1 (2 = 1). Se arată imediat că este un minim 
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local. Pentru a arăta că minimul este global avem g(1,1) = 3 deci vom arăta că 

g(x,y) > 3 pentru xy > 0; xy + ił + 1 23, V xy > 0. Notînd u= 1 „v= i totul revine la 
x y x y 

a arăta că uw(u +v - 3) + 120 u,v >0. Pentru 4 + v > 3 totul este clar. Rămîne de 

dovedit că uu(u + v — 3) + 1 > 0 pe compactul 


KcR, K = ((uv)e R% u +v <3, uv 20) 


(am pus uw 20 căci pentru u =0 sau v=0 condiția este îndeplinită). Funcția 
hlu,v) = uv(u + v ~ 3) + 1 este continuă pe compactul K deci îşi atinge minimul pe K. 
Un calcul simplu arată că acest număr este u = 1, v = 1 A(1,1) = 0 deci concluzia. 

În definitiv soluția problemei este cubul x =y=z=1. 


7. Jacobianul este r etc. 


8. Diferenţiabilitatea funcției F rezultă imediat (F este polinomială). Putem calcula 
mai general 


APAN) = lim FA t PA a jim AtA + 45) AA? 


s s>0 s 
s#0 ` 
seR 
2 
= lim AA! + sBA' +sAB' +s 'BB' - AA! = lim (BA! +AB!+sBB')=BA!+AB! 
s=0. s s>0 


Pentru A = I avem 4FU)B) = B + B', Y Be M(n). 


9. a) 0. A 
. b) Din 2: EA =x+y deducem - 2F = 27 + xy ap cu b de clasă Cl. În definitiv 
Ox | dy dy 2 ` 


fa) -23 Ea + a(x) + BO) cu aß é CIR) 


Ax,0) = alx) + BO) = x, Oy) = By) + a0) = y”. 
Putem lua olx) =x, B(y) =y? şi obținem funcția Ax,y) = Ze +y)+x+y?. j 


10. y = ax + b. Expresia Ela,b) = (a + b — 2)? + (2a + b)? + (3a + b — 1}? este minimă. 


LECȚIA A VII-A ` 


FUNCȚII IMPLICITE, 
VARIETĂȚI DIFERENȚIABILE 


INTRODUCERE 


În această lecție se prezintă problema funcțiilor implicite şi cîteva aplicații 


‘geometrice ale diferențialei funcţiilor de mai multe variabile. Ideea centrală 


în studiul funcţiilor implicite este deducerea proprietăţilor locale (deci în 
vecinătatea unui punct) ale funcţiilor diferenţiabile, folosind proprietăţi 
corespunzătoare ale diferenţialei. Faptul că acest lucru este posibil justifică 
noţiunea de diferenţiabilitate şi corespunde ideii că funcţiile diferenţiabile se: 
pot "aproxima local" cu funcţii liniare. În acelaşi context apare ideea de "formă 
canonică" pentru anumite tipuri de aplicaţii diferenţiabile. Pe scurt, în 
anumite coordonate alese convenabil, unele funcţii se reprezintă foarte simplu, 
permiţînd o rapidă înţelegere a proprietăţilor acestor funcţii. 

Cadrul varietăţilor diferenţiabile scufundate în spaţii de tip R” oferă 
un interesant cîmp de aplicaţii geometrice ale ideilor enunțate mai sus, cu o 
tendinţă crescîndă de utilizare în ingineria modernă, de exemplu în studiul 
sistemelor dinamice neliniare. 

Din punct de vedere "practic", aproximarea funcţiilor diferenţiabile prin 
funcţii liniare permite o utilizare sistematică a algebrei liniare. Este necesară 
familiarizarea cu noţiunile de aplicaţie liniară, formă pătratică, rang ete., 


fără de care motivarea studiului apare ca insuficientă, dacă nu inexistentă. 
Se obţine y = - = + 2 (recomandăm desenul !). `. 
1. Funcții implicite 
| | 
ii ii Reamintim că norma unei aplicaţii liniare T : R” —> R”. este ITI = SP, ITZ] 
Ti j x 2 
i i $ x 
k H : şi că |Tx| < ITI-lal, pentru orice x e R”. 
VI 
li l $ TEOREMA VII. 1. Fie A c R” un deschis ṣi f : A — R” ofuncție diferențiabilă 
d Hi Ă 


i f : i pe A astfel încî í 
Ik >0, Vaze A, lf) se. 
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Atunci pentru orice a,b e A astfel încît [a,b] c A, avem 


IAB) - fo) < klb - al. 


DEMONSTRAȚIE. Reamintim că [a,b] = {x; x = a + tb - a), 0 <t <1}. 
Definim funcția & : [0,1] > R”, PE) = fa + tb —- a)). Aplicînd teorema de 
diferențiere a funcțiilor compuse, rezultă i 

D0) = dfa + b -a)Xb ~a), 0<t<1 
şi folosind ipoteza se deduce că lo) | < klb — aj, pentru orice Osr<1. 
Folosind corolarul teoremei IV. 14, rezultă 

IO(D - b(0)| < klb - a]. 

'Teorema rezultă observînd că @(1) = Ab) şi (0) = Aa). 


COROLAR. Fie f: A > R” o funcţie diferenţiabilă, unde A c R” este un 
deschis nevid conex. Atunci sunt echivalente următoarele afirmaţii: 

i) feste constantă pe A; 

ii) dfx) = 0, V x € A. 


„DEMONSTRAȚIE. Implicaţia i) = ii) este evidentă. 


"e" Fie a e A. Mulțimea M = (x e A; f(x) = fla)) este nevidă şi închisă în A. 
(f fiind diferenţiabilă, este continuă). Pe de altă parte, fie b e M şir>0 cu 
B(b,r) c A. Pentru orice y e B(b,r), lb,y] c A şi folosind teorema anterioară, 
deducem fly) = Ab) = Aa). Deci B(b,r) c M, b fiind arbitrar în M. Rezultă că 
mulţimea M este deschisă (în A). Deci M este nevidă, închisă şi deschisă în 
deschisul conex A, deci M = A şi f rezultă constantă. 


Comentariu. Este remarcabil modul în care conexiunea este folosită pentru 
"globalizare", deci pentru "a lipi" rezultatele locale. 


Definiţia VII. 1. Fie A,B c R” deschişi (nevizi). O aplicaţie f : A — B se zice 
C! - difeomorfism dacă este bijectivă, de clasă C! şi cu'inversa de clasă Cl. 


TEOREMA VII. 2. Dacă f:A—B este un C! -— difeomorfism şi ae A, 
atunci dfa) : R” — R” este un izomorfism liniar. 


DEMONSTRAȚIE. Avem fofl=idp, flof=id, şi aplicînd teorema de 
diferenţiere a funcţiilor compuse rezultă (cu b = f(a)) 


dfla)edf- Hb) = idg: , af“ Hb)odAa) = idpr , 


deci dfa) este un izomorfism. 


OBSERVAȚIE. Din cele de mai sus rezultă următorul fapt interesant: dacă 
A c R” şi B c R” sunt deschişi şi m +n, nu există nici un C? — difeomorfism 


f: A > B ("dimensiunea" este un invariant pentru difeomorfisme). În adevăr, 
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două spaţii vectoriale izomorfe au aceiaşi dimensiune. Un rezultat analog are 
loc şi pentru cazul C? (omeomorfisme), dar este mult mai dificil de demonstrat. 


Teorema care urmează are o deosebită importanţă în Analiza matematică şi 
afirmă că într-un anumit sens teorema VII. 2 admite o reciprocă; anume 


TEOREMA VII. 3. (teorema funcţiei inverse). Fie f: R” — R° de clasă C! 

într-o vecinătate a punctului a e R”. Dacă aplicaţia dfa): R” > R” este un 

izomorfism liniar, atunci există vecinătăţi deschise V, W ale lui a respectiv 

a lui b = fa), astfel încît AV) c W şi fly: V —> W să fie un C? - difeomorfism. 
K g 


Înainte de a demonstra această teoremă, considerăm necesar să o comentăm 
puţin. Sunt de reţinut următoarele: 


i) Teorema are un caracter local. Aşa se explică faptul că deşi am considerat 
(pentru comoditatea scrisului) f : R” — R”, contează comportarea funcţiei într-o 
vecinătate a punctului a e R”. . 


ii) Chiar dacă dfx) este izomorfism pentru orice punct x din R*, nu rezultă în 
general că f este bijectivă (pe imagine). În adevăr, este suficient să 
considerăm exemplul: 


f: R > R°, Axy) = (etcosy, e“siny). 
(deci forma reală a funcției e”). 


iii) Chiar local, problema bijectivității unei funcții de clasă C! poate fi de o 
considerabilă dificultate. Importanța deosebită a teoremei VII. 3 constă în 
aceea că reduce această problemă la problema mai.simplă a bijectivităţii unei 
aplicaţii liniare. Ştim că bijectivitatea unei aplicaţii liniare se reduce la 
rîndul ei la a arăta că uri număr, anume determinantul acelei aplicaţii, este 
nenul. : 


DEMONSTRAȚIE. Vom face această demonstrație în cîteva etape. . 
1) Putem presupune că dfla) = idp». În adevăr notînd. dfa) = T, este clar că 


pentru g = T-lof avem dgla) = idg» şi demonstrînd teorema pentru g o vom 
avea şi pentru f căci T este un izomorfism liniar (şi deci un 


C! - difeomorfism!). Vom presupune că d/a) = idp. 
2) Există 5 > 0 astfel încît f este C! pe B(a,5), dfx) izomorfism şi 
Œ) $lx -IISI -ANS Èe -71, Y xy e Bad). 


În adevăr considerăm aplicația h=f-idę» care este de clasă C! într-o 


vecinătate a lui a şi dh(a) = 0. Există deci 5 > 0 astfel încît h este C! pe 
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B(a,5) şi jdh(x)] < 1/2 pentru orice xe B(a,8). Aplicăm teorema VII. 1 
funcţiei h şi deducem 


IA) = Ay) -œ -y <Zi -yb, Y xy e B(a,5), 


din care rezultă imediat (*). 


3) Din prima inegalitate (*) rezultă că f este injectivă pe B(a,5). În adevăr 


din' Ax) = fy) rezultă imediat x =y. Mai mult, pentru orice 0 <r<5 


ABG,r)) c26 Žr (qx -al <r = f) -bls 2 -al< Žn» 


4) Punctul decisiv şi cel mai dificil al demonstrației constă în a arăta că 
VO<r<5, fB(a,r)) > B(B,r/2) 


Deci trebuie să arătăm că ecuaţia f(x) =z are soluţie (unică) x e B(a,r) 
pentru orice z e B(b,r/2). i > 

Vom aplica principiul contracţiei (teorema III. 2). Fie O<r<5 şi să notăm 
X = Bar). X este un spaţiu metric complet. Să considerăm pentru 
z e B(b,r/2) 


F:XoX Fo) =-fx)+x +z. 


Este clar că F(x) = x « fx) = 2 (pentru a arăta că F(X) c X avem 
IF) -a[=-Az)+bix-a+z bis -al + iz -di<= a) 
Pentru a arăta că F esto contracție observăm că | 
IE) - POI SZIx-y din ©) 


deci F are un punct fix unic x e B(a,r) (căci (F(x) — a| <r aşa cum am 


` arătat mai sus) deci ecuaţia f(x) =z are soluţie unică în Bia,r) pentru 


z e B(b,r/2). 


5) Vom lua W = B(b,8/3), V = fW) n B(a,8) şi Fly va fi bijectivă de la V pe 
W. i 


6) Rămîne de arătat că inversa lui fly este de clasă C! pe W. Să notăm 
această inversă cu q. Este clar că prima inegalitate (*) arată continuitatea 
lui ọ. Pentru a arăta că q este C? pe W se verifică folosind continuitatea că 
Yx e V df'l(x) satisface condiția din definiția diferențiabilității pentru ọ în 
punctul fx). Nu mai intrăm în amănunte. Continuitatea derivatelor parțiale 
ale lui ọ rezultă apoi imediat din teorema diferențialei funcțiilor compuse. 
Teorema VII. 3 este complet demonstrată. 


În cele ce urmează, vom aplica teorema VII.3.a funcției inverse la studiul 
problemei funcţiilor implicite. Fie A G R? un deschis (nevid) şi f: A > R? o 
funcţie de clasă C!. Mulțimea Z= (xy) e A; fixy) = 0} este curba plană 
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definită de f. Studiul curbelor plane prezintă un deosebit interes (este 
suficient să amintim cazul conicelor, grafica pe calculator etc.). Apare astfel 
ca foarte importantă înţelegerea "structurii" mulţimii Z, , atît analitic cât şi 
geometric. ` 


EXEMPLU. 

a) fixy) =x + yt +1 Z, =Ø 

b) Axy) =x? + y? Z; = 40,0) 

o) Ay) =y — x? Z= (ay); y =x 
deci Z, este graficul funcţiei g : R > R, g(x) = x? (parabola). 


Observăm din aceste simple exemple că structura mulțimilor Z; poate fi destul 
de diferită (în cazul general, mult mai complicată). Un alt mod de a pune 
problema este acela de a considera ecuația f(x,y) = 0 şi a încerca să "o 
rezolvăm" în sensul de a obţine de exemplu y ca funcţie de x; din dependenţa 
implicită a variabilelor x şi y să putem (cel puţin teoretic) "explicita" y ca 
funcţie de x (deci de a reprezenta mulțimea soluţiilor ecuaţiei x,y) = 0 ca un 
grafic). G 


Fie R” x R” identificat natural cu R”*™, folosim notația x e R", y e R”, 
(xy) e R” x R” (desigur x = (rue), YI = (poi). Pentru o funcţie 
diferenţiabilă f : R” x R” -> R”, notată f(x,y); f = (fus---f), vom nota pe scurt 


dfa Of, 

din ly). o aly. 

dy YY m 
Le ED Del A 

m (ya Ym (x,y 

dy. YY m 


Are loc următoarea importantă teoremă 


TEOREMA VII. 4. (teorema funcțiilor implicite). Fie f : R” x R” > R” o 
aplicație de clasă C! în vecinătatea punctului (a,b) e R” x R”, astfel încît: 
i) a,b) = 0; 


f 
ii) —(a,b)+0. 
Jy 


Atunci există mulțimi deschise A c R”, B c R”, a e A, b e B şi o unică funcție 
g : A > B (gla) = b) astfel încît g e CA) şi pe A x B, avem Aixy) = 0 dacă şi 
numai dacă y = g(x), V x e A. - 

1 


DEMONSTRAȚIE. Considerăm funcţia F : R° x R” — R” x R”, F = (FF, 


) 
definită astfel: f 


+ mb 
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Ul Fiy) = 2 i 
Îl 
ÎI AERO f d za o, 
Fly) = Xa i ! - aga) E L aa) Eo =0 
Fa 3009) = fy) i si k=1 Yr Xi i 
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| 
| 

ili, 

|L 

| 

| 

| 


Move | Pentru j fixat, x = a, g(x) = b, interpretăm relaţiile de mai sus ca un sistem 
il Fie a mD) = fna) h) a : 

i! . X = (ce Y = Oran f= (fiscale) i liniar cu necunoscutele SE (a), E” (a). Determinantul acestui sistem este 
Este clar că F este de clasă C! în vecinătatea punctului (a,b), F(a,b) = (a,0). i %j Xj 

Funcţia F verifică ipotezele teoremei funcţiei inverse în (a,b). În adevăr i 


(ab) + 0 şi sistemul are soluţie unică, ce poate fi obţinută prin formulele 
y i 


Iii al j lui Cramer. 


m ab) z m 
Yı OY m 


deci este egal cu ab) şi nenul, prin ipoteză. 


Există deci o vecinătate deschisă a punctului (a,b) pe care o putem presupune 
de forma A x B (cu A deschisă în R”, a e A, B deschisă în R”, b e B) astfel 
încât Fa „p: Ax B > W este un C! — difeomorfism. Avînd în vedere definiţia 
funcției F rezultă că F(x,y) = (x,hlxy)) cu. h de clasă Cl. Deducem că 
fix,h(x,y)) =y pentru orice (x,y) e W (F şi F°? sunt inverse una alteia!). În 
particular, fix,h(x,y)) =y pentru orice xe A şi putem lua g(x) = h(x,0). 
Verificarea amănunţită a faptului că g satisface toate concluziile teoremei” 9 
lăsăm în seama cititorului. 


Vom arăta că derivatele parţiale ale funcţieig mai sus definite pot fi calculate 
cu uşurinţă (chiar dacă g este din punct de vedere practic greu de obţinut). 
În adevăr, cu notaţiile şi ipotezele teoremei VII. 4, avem 


figla) = 0 
A i pc tea i VxeA 
F(X) = 0 
Pentru orice j, 1 <j < n, obţinem derivînd relaţiile de mai sus în raport cu x; 
of, af og, 
=— (x g(x)) + agla) 2 0) =0 
dx; È Oy d: 


gaze sate VxeA 


LA E _|10.0 0 ; 0 , à 
| i Oo d 0 ; r 
St EXEMPLU. n =m = 1, f:R2—R de clasă C! a,b) =0, Z (a,b)+0 atunci 
DE Fam a p) alay 3 ce B a,b) . fi ta.) există g ca în teoremă şi g/(a) = [Len Lan) 
Drac 9915 Ym) OA VY m : dx dy 


Într-adevăr, derivăm în raport cu x, identitatea flx,g(4)) = 0; se obţine: 
2f F -g(x)=0 şi înlocuim x = q, b = g(a). 
Ox Oy 


OBSERVAȚIE. Teorema VII. 4 are un caracter local. De exemplu, ecuaţia 


x? +y? = 1 în RÊ are în [-1,1] soluţiile y = 1 —x2 . Pentru a = 3 „b = B, 


soluția este unică, g(x)=Ņy1-x? , în vecinătatea punctului a. 


Remarcăm că dacă în teoremele VII. 3, VII. 4 funcțiile din ipoteză sunt 
de clasă C* (k > 1), atunci în VII. 3 se obține un difeomorfism de clasă Cf, iar 
în: VII. 4, soluţia g este tot de clasă CF. 


/ 
2. Teorema rangului. Dependenţă funcțională 


Definiția VII. 2. Dacă aplicația f: R” — R” este diferențiabilă în punctul 
ae R”, se numeşte rangul lui f în a, rangul aplicaţiei liniare dfa). 


Are loc următorul rezultat important: 


TEOREMA VII. 5. (teorema rangului). Fie f: R” >R” de clasă C! în 
“vecinătatea unui punct a e R”, b = fa). Presupunem că rangul lui f este 
constant, egal cu k, pe o vecinătate a lui a, Atunci există o vecinătate U a lui 
a, o vecinătate V a lui b, cu AU) c V, precum şi vecinătăţi U}, V} ale originii 
din R” şi respectiv din R”, astfel încît să avem o diagramă comutativă de 
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forma dată mai jos unde q,y sunt difeomorfisme, o0) = 0, yb) =0 şi 


Pæt) = (0 ponce 0-30). 


i 


1 Li 


Fig. VIL 1. 


S 


(03 


z e— cC 


Comentariu. Intuitiv, teorema se poate formula astfel: dacă aplicația f are un rang ⁄ 


constant k, atunci pînă la schimbări de coordonate, f coincide cu aplicația 
rxn (j.p 0...0). 


DEMONSTRAȚIE. Putem presupune fără a scădea generalitatea că a = 0, b = 0. 
Cum f are un rang constant k pe o vecinătate a lui a = 0, matricea JA0) 
conţine un k x k minor nenul. Se poate presupune că acest minor este chiar 


Yi 


tj 


(0) |, 1 < ij < k, unde f = Fien) (În adevăr totul revine la o numerotare 


a coordonatelor ceea'ce este o schimbare de coordonate!). Cum e C! minorul Si (x) 


X, 
e nenul pentru x într-o vecinătate a lui 0. ` A 
„Să definim în această vecinătate a originii funcţia ọ prin formula 
WE En) = FED AEn șoc) = ERRE 
sa ai ia a PORY of; A 

Ọ are valori în R”, Un calcul imediat arată că detJ, = dei 3 +0 în 

x. 
J Asijsr 


vecinătatea respectivă. Conform teoremei funcţiei inverse ọ e un difeomorfism 
într-o vecinătate a lui 0 pe o vecinătate a lui (0) = 0. Avem deci o diagramă 
comutativă cu q — difeomorfism: 


U —> R”. 
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Vom presupune U suficient de mică pentru ca f să aibă rang constant k pe U. 
Să considerăm aplicația g = fop”!. Pentru a înțelege mai bine definiția 
aplicației g, scriem pe elemente: 


f 
isoin > AE, -fn 
9 i JË 
ORRE OR SETE] 
i | 
A > (21sen) 


deci z= (21,2) > Biroo p Ere 2) Em). 
g 


` Este clar că matricea jacobiană a lui g va arăta astfel 


unde Ale) -| 22 k+ 1sjsm,k+1si<n. 


Zi 


A(z) 


Punctul decisiv constă în observaţia că din cauză că pe U rangul lui fe 
constant k şi ọ e difeomorfism, rangul lui g pe U, e constant k şi deci A(z) e 
nulă pe U,, adică : 


dpi 


oz; 


0;k+1<jsm,h+lsisn. 


&) 


Să definim acum în vecinătatea lui 0 e R” aplicaţia 


Va m) = (Yoo +1 7 Ep a 100000), — EmO 19-09 50-30) 


Avem: 


: 0 1 


deci y e un difeomorfism local în jurul lui 0 în R”. Să observăm că 
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YLI Zn) = ZiZa) — Er ep0), En) — Emp Zp0;---,0)). 
Folosind (*} deducem că într-o vecinătate suficient de mică a lui z = 0, 
Ee) = Ep 1Ep-210,:::0) 2o: Ep) = Bl 120;.:0). 


Renotînd U, U,, V, V, vecinătățile corespunzătoare (cu restrîngere eventuală), 
rezultă că yog = yofog™! se comportă astfel: 


(Zoe) > (2520-30), t 
ceea ce era de dovedit. 


Reamintim că dacă f: V— W este o aplicație liniară între două spaţii ` 


vectoriale reale finit dimensionale (dimV = n, dimW = m), atunci rangul r al 
lui f este dimensiunea imaginii lui f şi coincide cu rangul matricii asociate lui 
f relativ la o pereche oarecare de baze în spaţiile V şi W. Totodată 
r = dim(Imf) = n — dim(Ker/); unde Kerf = FLO). Evident, f este surjectivă & 
r = m şi feste injectivă or=n. i 


În cele ce urmează, dăm cîteva cazuri particulare ale teoremei rangului: 


1) Fie A c R” un deschis şi f: A > R” (m >n) o aplicație de clasă C?, Dacă 
rangul lui f este constant, egal cu n (adică diferenţiala dfa) : R” —> R” este 
injectivă), atunci există vecinătăți aşa cum se indică. în teorema rangului 
astfel încît p(x,,...x,) = (0015430 70,..--0) este injecţia canonică. 


2) Dacă m <n şi rangul lui f este constant egal cu m (deci dfa) este 
surjectivă), atunci P(x4,.-8p) = (1y.--X n). 


3) Combinînd cazurile 1), 2) şi presupunînd că m =n şi că d/fla) este un 
izomorfism, rezultă că p este aplicaţia identică a lui R”. 


Revenim la cazul general şi presupunem că f : A > R” este o aplicaţie de 
clasă C! pe un deschis A c R° şi fie a e A. În cazul cînd aplicaţia. dfa) este 
injectivă, se spune că f este o imersie în punctul a. Dacă dfa) este 
surjectivă, se spune că f este o submersie în a. Aplicația f este numită 
imersie (respectiv submersie) pe A dacă este astfel în orice punct din A. 


OBSERVAȚIE. Dacă f: A -> R, A c R” deschis, fe CYA) şi dacă rangul lui f în 
a e A este k, atunci există o vecinătate Va lui a pe care rangul lui f este > k 
(adică în vecinătatea lui a rangul tinde să crească). În adevăr, în matricea 
Jia) există un minor de ordin k nenul. Prin continuitate acest lucru se 
întîmplă pe o vecinătate a lui a deci rangul lui f în fiecare punct din 
vecinătatea respectivă este cel puţin k. 


Definiţia VII. 3. Funcţiile Fel ? A> R(ACR,A deschis) de clasă C! se 
zic independente pe A dacă rangul aplicaţiei f: A — R”, f = Fifin) este m 
în fiecare punct din A. 


Să remarcăm că independența funcțiilor fifa pe A revine la liniar 
independența formelor liniare dfi(x),...dfn (x) în orice punct x e A sau, ceea ce 
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este echivalent, la faptul că f = (fu) : A > R”—æsté Submersie în orice 


. punct din A. 5 


Următoarea teoremă justifică terminologia de mai sus. 


TEOREMA VII, 6. (relativ la dependenţa funcţională). Fie f,....fu de 
clasă C! şi independente pe deschisul (nevid) A c R” şig: A > R de clasă C 
astfel încît să existe funcţii 1,...;A,, : A — R cu proprietatea că 


m 4 


: dgw) = E MOA), V x e A. 
i=l è 
A 
Atunci pentru orice a e A există o vecinătate U a lui a în A, o vecinătate V 
a lui b = Ka) F = fis--fm)) în R” şi o funcție 0 : V — R astfel încît 


g) = AE), An, Vaz e U 
(adică g = 8of pe U). 


DEMONSTRAȚIE. Dacă fi = Ri-fm =m Sunt proiecţiile canonice, atunci 


teorema revine la faptul că dacă Ea =0, k =m + 1,...„n într-o vecinătate 
k 

a lui a e R”, atunci g = g8(&%1,.--Xm) într-o vecinătate a lui a (g nu depinde de 
Xm p1p în vecinătatea lui a) ceea ce este aproape evident. 

Revenind la cazul general, din condițiile puse, rezultă că f= (fis-fn) este 
submersie în orice punct din A. Este uşor de văzut că atît ipotezele teoremei 
cît şi concluzia se conservă prin C! - difeomorfisme.: Dar forma canonică a 
submersiilor este exact (7,....1,,) ca mai sus, ceea ce demonstrează tenrema. 


COROLAR. Fie f,(x7;...%,), 1: k < m funcţii de n variabile (n > m) de clasă 
Cl pe un deschis A c R”, cu valori reale. Dacă rangul matricii jacobiene a lui 
f= fif este constant r, atunci funcţiile f,,...,f,, satisfac local m - r relaţii 
funcţionale (într-un sens care va fi precizat). 


DEMONSTRAȚIE. Fie V a e A fixat şi presupunem că 


Du.) 
Dlx, 2, 
într-o vecinătate a lui a (ceea ce se obține prin reordonarea eventuală a lui 


fir-fmn ŞI Xo--+x%)- Liniile r + 1,....„m ale matricei jacobiene a lui f sunt 
combinații liniare de primele r linii şi rezultă relații de forma 


0 


af; = h-df,r+1sism. 


j=1 


Conform teoremei VII. 6, există funcții 6, , 4;....0, de r variabile astfel încît 
f; = (fief) pentru r + 1 <i <m, în vecinătatea lui a. Se obțin astfel m — r 
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relaţii între funcţiile f.,....f. 


EXEMPLUL 1. Funcţiile fiy) = sinxy, f(x,y) = cosxy. sunt dependente 
funcțional, deoarece rangul matricii lor jacobiene este 1; dealtfel, fe + f =] 
în R^. 


EXEMPLUL 2. 

Fie fiy) = x + y +z, folyz) =x? + y? + 22 şi f(x,y,z) = xy + yz + zx. Matricea 
jacobiană are rangul 2 deci Fufofa satisfac în vecinătatea oricărui punct o 
relaţie funcţională (m =n =3, r=2); dealtfel h= i= 2f, deci punînd 
aY) = ye — 2yo, rezultă că fy = Offa). 


3. Varietăți difėrențiabile 


Definiția VII. 4. Fie D c R” un deschis. O aplicație f: D > R” se numeşte 
netedă dacă toate cele m componente sunt de clasă C™(D). Dacă X c R" este 
o mulţime oarecare, o aplicație f : X —> R” se zice netedă, dacă V x e X există 
există o vecinătate deschisă U a lui x în R” şi o aplicaţie F : U — R” netedă, 
astfel încât Fly ax = fi. 


Proprietatea unei funcţii de a fi netedă este locală (adică este suficient de 
„verificat în vecinătatea oricărui punct fixat). O aplicaţie f: X > Y, (X c R’, 


Y cR”) se zice netedă dacă aplicația X — R”, x» fx) este netedă. . 


Compunerea a două funcţii netede este netedă. O aplicaţie f: X > Y (X c R’, 
Y c R”) se zice un difeomorfism dacă este bijectivă şi ff! sunt netede. 


Definiţia VII. 5. O submulțime X c RY se numeşte varietate diferenţiabilă 
netedă de dimensiune n dacă Y x e X, există o vecinătate V a lui x în X şi 
un difeomorfism ọ : U — V; cu U deschis în R". Aplicația e se mai numeşte 
parametirizare a lui V, ș1 se numeşte sistem de coordonate iar perechea 
(U,91) se numeşte hartă a lui X. Componentele lui |! se mai numesc 
funcţii de coordonate. 


Dacă ọ: U — V este o parametrizare locală în x, atunci pentru orice 
difeomorfism f: U = U, of este deasemenea o parametrizare locală în x. 
Dacă y; : V, > Us wa: Va —> U, sunt sisteme de coordonate locale în x, atunci 
Voi : yCV n Vp) > Va(V, N V2) este un difeomorfism (numit schimbare 
locală de coordonate). De aici rezultă că dimensiunea unei varietăţi este 
neambiguă (difeomorfismele între deschişi invariază dimensiunea). 


Dăm în continuare exemple de varietăţi. 


EXEMPLUL 1. R” este o varietate netedă n — dimensională (parametrizată prin 
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aplicaţia identică). Similar, orice deschis nevid D c R” este o varietate 
n — dimensională. Mai general, dacă X este o varietate netedă 
n — dimensională, atunci orice deschis nevid al lui X este la fel. 


EXEMPLUL 2. Fie V un spaţiu vectorial n — dimensional, v c RY. Atunci V este 
o varietate netedă n — dimensională difeomorfă cu R”. În adevăr, alegem o 


"bază e.,...se, în V. Aplicația R” — V, (accea) > Xie +.. + Xe, este un difeo- 


morfism. 


EXEMPLUL 3. Orice mulţime dintr-un spaţiu RY, difeomorfă cu o varietate 
netedă n — dimensșonală este o varietate netedă n — dimensională, În adevăr, 
fie f:X-—Y un difeomorfism şi X o varietate. Dacă 9:U—V este o 
parametrizare locală în x e X, atunci foọ va fi o parametrizare locală a lui Y 
în x). Ca o aplicaţie a acestui fapt, rezultă că dacă X c RY şi f: X— R este 
o funcţie netedă, atunci X şi graficul G; al lui f sunt difeomorfe, prin aplicația 
X > Gp x > flo). . 


EXEMPLUL 4. O mulțime local difeomorfă cu o varietate netedă 
n — dimensională este deasemenea o varietate n — dimensională. De aici ; 
rezultă următoarea clasă de exemple: Fie F : R” —> R o aplicație netedă astfel 
încît dF(a) are rang maxim în orice punct a e R”. Atunci mulțimea X = F*(0), 
presupusă nevidă este o varietate (n - 1) - dimensională. Pentru demonstra- 
ție se utilizează teorema funcțiilor implicite. Rezultatul se extinde la aplicații 
netede F : R” — R” (n > m), de rang maxim. 


CAZURI PARTICULARE. 
- curbele plane netede (pentru n = 2, m = 1) 
-~ suprafeţele netede în spaţiu (pentru n = 3, m = 1) 
- curbele netede în spaţiu (pentru n = 3, m = 2) 
- sfera unitate n — dimensională S"cR*! < 


(Quînd Pe, cca) = 2 txa PET SEES DN 


n+l 


EXEMPLUL 5. Dacă X este o varietate netedă de dimensiune: n şi Y o varietate 
netedă de dimensiune m, atunci produsul cartezian X x Y este o varietate 
netedă de dimensiune m + n. Demonstrația este imediată. Dacă S! este cercul 


-unitate în plan, atunci cilindrul S! x R este o varietate netedă de dimensiune 


2. Similar torul S! x S! este o varietate 2 — dimensională. 


4. Spaţiu tangent, cîmp de vectori = 
Fie X o varietate netedă de dimensiune n în RY, xe X “şi p:U-oăo 


parametrizare locală în x. Aplicația q : U — RY este netedă şi fie a e X astfel 
încât (a) = x. În aceste condiţii se poate considera diferenţiala dola): R” — RY. 
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Definiţia VII. 6. Se numeşte spaţiu tangent la varietatea X în punctul x, 
imaginea aplicaţiei do(a); el este notat T,X). 
Aşadar, T(X) = Im dola) este subspaţiu vectorial real al lui RY. 


TEOREMA VII. 7. Această definţie este corectă (în sensul că spaţiul T 
nu depinde de parametrizarea locală ș). 


DEMONSTRAȚIE. Fie (U',q/) o altă parametrizare și b e U! ales cu gb) =x. 
Restrîngînd U şi U', putem presupune că ọ(U) = q(U') şi că avem o diagramă 
comutativă de forma 


U e 
x o l SpR 
YU! = g’ 


unde 9 este un difeomorfism, 8(a) = b. Aşadar, gla) = q(b) =x şi g9 = 9. 
Trecînd la diferenţiale şi aplicînd teorema VI. 6, rezultă dela) = = dg/(b)odo(a), 
cu de(a) izomorfism. De aici rezultă că Im dola) = = Im dq/(b), ceea ce încheie 
demonstraţia. 


OBSERVAȚIE. x + T(X)=(x+v |ve TA) este numit spaţiul tangent 
geometric (sau afin) la varietatea X în punctul x. 


f A 
RN 


T (X) 
poran EY 
A 


Fig. VII. 3. 


Un vector tangent la X în x este:o pereche (x,v) cu v e T. În acest mod, 
spațiile tangente la X în puncte x,y distincte ale varietății X, sunt disjuncte. 
Deşi T,X) şi T(A) au intersecţie nevidă, nu există vectori tangenţi simultan 
la X în xv şi în y. 


TEOREMA VII. 8. Dacă X este o varietate netedă de dimensiune n, atunci 
pentru orice x € X, avem dimaT,(X) = n. 


DEMONSTRAȚIE. Fie e: U > Xo parametrizare în x, ọla) = x, cua e Uşi W un 
deschis în RY astfel încît pe W este definită aplicatia ® care extinde e! 
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Atunci Pop este ly (O are imaginea în R”), iar compunerea 


“ deta) dol) 
Ro TUQ > P 


este aplicația identică a lui R”. Rezultă că dọla) este injectivă. Deoarece 
T.X) = Im aak rezultă că de(a) : R” > TX) eate un izomorfism şi ca atare, 
dimyT, (3) = 
OBSERVAȚIE. Dacă [e,,....e,) este baza canonică a lui R”, atunci cu notaţiile din 
definiţia VII. 6, vectorii 9; = de(a)e;), 1 zi < n, formează o bază pentru T,(X), 
numită bază mobilă. 

A 
EXEMPLUL 1. Fie X = R”. Pentru orice x e X, avem T,R” = R”. Astfel un vector 
tangent în x la R” este o pereche (x,v) cu ý e R. 


7 


EXEMPLUL 2. Dacă V c RN este un Spaţiu vectorial real de dimensiune n, 
atunci folosind parametrizarea (x...) > (45---9% 450.0), pentru o bază fixată 
a lui V, rezultă că T(V) = V, V xé V. 5 


E 
EXEMPLUL 3. Ne propunem să determinăm spaţiul tangent la 


= (ay) e R? |x? +y2=1)cR2 


într-un punct M = (bye SI. Presupunem b > 0 deci b=Y1-a? şi folosim 


parametrizarea 9: (UR, o(x)=(x,y1-%?), unde U = (-1,1) ọla) = 
Diferențiala doa): R —> R° este aplicația ` 


dola)(u) = |u,- u se-a) 7 
b 
VI-a? 


şi TapS! = Im dela) = spaţiul 1 - dimensional al vectorilor (u,v) e R? cu 


v= -5u Recunoaştem aici vectorii perpendiculari pe OM. Dacă M = (1,0), 
considerăm parametrizarea 


y: V> R’, yo) =V1-y? ,y), y0) =M şi V= (-1,1). 
În acest caz, dy(0) : R — R? este aplicația dy(0)X(u) = (0,u), deci Im dy(0) este 
formată din vectori paraleli cu axa Oy etc. Se constată că în toate cazurile, 


T,S! este subspaţiul lui R? format din vectorii perpendiculari pe dreapta OM, 
adică subspaţiul lui R? generat de vectorul (-b,a). 


TEOREMA VII. 9. Fie F : RY > R", m <No aplicaţie netedă de rang. maxim 
m. Atunci X = F10) este o varietate netedă de dimensiune n = N - m şi 
pentru orice x € X, TX) = Ker dF(x). 
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DEMONSTRAȚIE. Fie e: U >X o parametrizare, a e U şi q(a)=x. Avem 
Fog = 0 (aplicaţia nulă pe U) deci d(Foq)(a) = 0 şi ca atare, dF(x)odo(a) = 
Rezultă că Im do(a) c Ker dF(x) adică TX) c Ker dF(x) c RY. 

Din algebra liniară se cunosc următoarele rezultate: 

~ dacă u : V —> W este o aplicație liniară între două șpaţii vectoriale cu 
dimV < œ; atunci dim Im u = dimV - dim Ker u. 

-dacă W,cW,cV sunt două subspaţii Yettoriale ale unui spațiu 
vectorial finit dimensional V şi dacă dimW, = dimW, atunci W, = W,. | 

Revenind la situaţia anterioară, rezultă - 


m = dim Im dF(x) = N — dim Ker dF(x) 


deci dim KerdP(x)=N-m. Dar dim? (X)=n=N-m, 
teoremei VII. 8: În definitiv, rezultă că T (X) = Ker dF(x). 


conform 


EXEMPLU. Fie aplicația F : R? > R, F(x,y) = x? + y? — 1. În acest caz F1(0) = S? 
şi pentru orice (a,b) e St, dF(a,b) : R? — R, (u,v) > 2au + 2bv. Ca atare 
Tans = = Ker dF(a,b) = (luv) e R? | 2au + 2bv = 0) = subspaţiul lui R? generat 
de vectorul (-b,a). Regăsim astfel rezultatul din exemplul 3. 


. ` ză k N 
Definiţia VII. 7. Fie X o varietate netedă. A da un'cîmp de vectori v pe un 
deschis U c X revine la a asocia oricărui punct x e U un vector tangent 
vix) e T, = TAU). F 
Dacă v,w sunt două. cîmpuri de vector pe U şi dacă f: U> R èste o 
funcție netedă, atunci se definesc cîmpurile de vectori v + w, fv. 


Fie n = dimă, x e X şi 0us--9a, baza mobilă a lui T (X). Atunci pentru i 
orice cîmp de vectori v în U există funcţii ff, U >R, numite 


n 
componentele lui v, astfel încît V x e U, v(x) = $ fi(c)9,,. Cîmpul v se zice 
: i=l 
neted dacă componentele lui sunt funcții netede. 
Dacă v şi w sunt două cîmpuri netede pe un deschis U c X, 


n 
v=} fð, w 

IT 
atunci paranteza Poisson a lor este cîmpul de vectori [v,w] definit prin 


lv, le hð; , unde h; = ži %; ai) 


EA 7 dx; 


Astfel, 199] = 0 pentru 1< ij < ri, [v,w}] = -[w,v), [v,v] = 0 


COROLAR. Fie -fxj 
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5. Extreme cu legături 


Ca o aplicație a celor de mai sus, vom demonstra teorema multiplicatorilor lui 
J. P. LAGRANGE (1736 — 1813). 


Fie McR: o submulțime (nevidă), ae M şi f o funcţie definită într-o 
vecinătate a lui a în RE. Spunem că a e M este un punct de extrem pentru 
f cu legătura M (sau extrem condiționat) dacă a este extrem local pentru 
flu (restricţia lui f la M). 


TEOREMA VII. 16. Fie Bf RER aplicaţii de clasă C!, independente 
într-o vecinătate a punctului a e R? şi f : R? R o funcţie de clasa C! în 
vecinătatea lui a. Să presupunem că a este un punct de extrem pentru f cu 
legătura = {x | gŒ) =... = 8n) =0} (deci cae M). Atunci există 
Îedm E R astfel încît 


- m 
dfla) = Y dga). 
LEE! 
(aamierële Îsc Se numesc multiplicatori Lagrange). 


iei Din ipoteză rezultă că M este într-o vecinătate a punctului 
a e M o varietate-de clasă Ci şi dimensiunea k - m = n (notație). În plus, 
TM = Ker data), dimaT,M=n. Fie R:U-oRE, U deschis în R' o 
parametrizare pentru M în vecinătatea lui a şi c e U, h(c) = a. Atunci 


TM = Im dh(c) = Ker dg(a). 


Pe de altă parte, din condiţii rezultă clar că funcţia feh = F are un extrem 
(liber) în ce U, deci conform teoremei Fermat avem df(c)=0 deci 
d(foh)(c) = 0 sau 


dfia)dh(e) = 0 


Deci dfa) se anulează (ca aplicaţie) pe Im d(c). Deci dfa) este nulă pe 
Ker dg(a). Avem următoarea situaţie: aplicaţiile liniare dga), „dg,(a) sunt 
forme liniare independente şi dfa) este nulă pe 


Ker dg(a) = {dg la) = ... = dg,(a) = 
Este un rezultat simplu de algebră liniară. că în acest caz există şi sunt unici 
scalari î...A e R cu 
m [i 
dia) = 5 ideia). x 
A i=1 
şi teorema este demonstrată. 


XpiYm) 0 funcţie de clasă C' pe un deschis din 
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R? +” şi presupunem că există m legături 


EEY Ym) = 0,.. 9001503009915 m) =0. 


Presupunem că (Qps---0mpb--bm) este un punct de extrem pentru f cu 
legăturile g; = 0. Dacă g.,..-:£,, sunt funcţii de clasă C! şi 


Dias. 
Dio) a, oda Be 
A . DOs Ym) 


atunci există 1.,...„A, E€ R astfel încît punînd 


Pf Mt ce t Anm 
să rezulte tani 
2E ao, 3E z0, g,=0 O<jón, daia în i dim, 
Ox; ; k 


EXEMPLUL 1. Fie Ax,y) cu legătura g(x,y) = 0. Considerăm funcţia F = f + àg. 
Atunci extremele condiționate ale lui f se determină rezolvînd sistemul 
AP _ aF 


—=0, —=0,g=0. 
i Ox dy £ 


EXEMPLUL 2. Extremele unei funcții ; Ax,y,2) cu legăturile gyz) =0, 
82(x,y,2) = 0 se determină astfel: se consideră funcția F = f + Agi + oda şi se 
rezolvă sistemul i A ` 

dF ġġ F dF 


=— »—=0, —=0, g =0 ,8g,=0. 
J y Jz &ı 8 


EXEMPLUL 3. Fie f: A > R o funcţie de clasă C! pe un deschis A c R” şi fie 
Kc A un compact a cărui frontieră poate fi definită prin ecuaţii carteziene. 
Deoarece f este continuă, ea este mărginită pe K şi îşi atinge extremele 


globale, adică există puncte a,b e K astfel încît fa) = inff , Kb) = supf. Dacă 


a e K, atunci a este punct de minim local pentru f deci fla) =0,1<k<n. 
a 

Dacă a e K, atunci a e K \ É = FrK şi a va fi punct de minim pentru f cu 

legăturile date de faptul că a verifică ecuaţiile carteziene ale frontierei. O 

discuţie similară are loc pentru punctul de maxim b. 

Concret, să determinăm marginile (extremele globale) ale lui 
Ay) = x? + 2xy pe compactul K = {x? +y? < 1). Se observă mai întîi că 
originea este singurul punct critic pentru f, dar nu este un extrem. Atunci 
marginile lui f sunt atinse pe frontieră (căci dacă ar fi atinse în interior, ar 
rezulta că sunt critice). Avem deci de aflat extremele lui f cu legătura 
x+y = 1, Considerînd F(x,y) = x? + 2xy + Ma? + y? — 1) şi rezolvînd sistemul 
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t 
2F o , dF o , x? +y? = 1, rezultă ife 15 şi sup = 1+y5 | 
dx Oy K 2 2 


ra 


6. 10 exerciții 


1. Să se indice doi deschişi U,V c R" şi o aplicație f: U — V bijectivă astfel încît f să 
fie de clasă C! dar nu difeomorfism. 


2. Să se arate că urkdeschis U c R" şi un deschis V c R”, pentru m+ n, nu pot fi 
difeomorfi. i 


3. Fie 0 <a < 1 constant. Se consideră funcția y = y(x) prin relaţia y — asiny = x. Să 
se calculeze y(x), y"). i ` f 


` Pi 
4. Fie ọ o funcţie de clasă Cl. Relaţia x? + y? +z? = ọlax + by + cz) cu abceR 
constante, defineşte implicit z ca funcție de x şi y. Să se arate că 


(cy - bz) 22 + (az - cx) 22 = bx -ay. 
Ox Oy 


5. Să se arate că pentru orice ae R,az0, hiperboloidul H = (x? + y? 22 = a) este 
o varietate netedă de dimensiune 2. 


6. Să se arate că mulţimea {(x,y) € R | xy =0) şi conul (2 +y? -7 =0) nu sunt 
varietăți. 


` Fi z a ; n F ; Sni 
7. Fie V o varietate de dimensiune m în RY şi W o varietate de dimensjuns n în R". Să 
` . . A, AM 
se arate că V x W este o varietate de dimensiune m + n în RY +”, 


8. Se cer punctele situate pe curba x? + y? + xy = 1, cele mai depărtate de origine. 
9. Să se determine extremele. lui: 

a) fx,y,z) = xyz cu legătura x + y +z = 1, 

b) Rx,y,z) =x +y + z cu legăturile x? + y? + 22 = 1, 2x + dy +z = 1. 

10. Să se determine inff > Supf în fiecare din cazurile următoare: 


a) x,y) = x? + 2xy + 2y”, K = (x? < 1,0 <y <x?) 
b) Aæ,y,z) = 2x? + 2y? = xy + 2 — 22°, K = (x? + y2 + 22? < 8}. 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


1. luăm n = 1, U = V = R şi fx) = x°. Funcţia f este bijectivă şi indefinit derivabilă. 


Dar f-1(x) = e: şi fi nu este derivabilă în origine. 
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2. Dacă prin Sud ar exista uă difeomorfism f: U — V, atunci Y a € A, aplicaţia 
liniară dfla) : R” > R” ar f, „un izomorfism deci m = n; absurd. 


3. Pentru a calcula ya) nu derivăm y(x), pentru că nu este explicitat, dar derivăm 

relaţia inițială care defineşte y(x). Deci y — acosyy =1 şi y sado Apoi 
4 À 1 - acosy z 

y! + asiny y? — acosyy” = 0 şi se determină y”. 


4. Derivăm relaţia din enunţ în raport cu x şi apoi cu y: 
dz dz dz dz 
2x + 22 — = p/u) ja + 2 £ = 0'(u) [d + 
s Ji dle dal a 
unde u = ax + by + cz. Rezultă 
dz _ a0u)-2x dz _ bofu)-2y clei 


Ox 22-cu) Y 22 cpu) 


5. Se Doteaziă Paz) = x +y? -22-a deci F : R? >R este o funcţie de clasă Cl. 
Atunci H = F-1(0) şi dF(u) : R > R are rang maxim pentru orice u € H. 


6. Presupunem că M = by = 0}, adică reuniunea axelor Ox, Oy, ar fi o varietate, de 
dimensiune 1. Atunci originea ar avea o vecinătate U astfel încît U nM să fie 
difeomorfă şi în particular omeomorfă cu un interval deschis Z din R‘ Dar eliminînd 
cîte un punct din Un M şi respectiv 1, se obţin mulţimi cu patru şi respectiv două 
componente conexe şi acestea nu pot fi omeomorfe. 


7. Se aplică direct definiţia. 


8. Trebuie deci aflat maximul expresiei x? + y? cu legătura x? + y? + xy - 1 =0. Fie 
F(x,y) =x? + y? + Ax? + y? + xy ~ 1) şi se rezolvă sistemul 

dF _ 0, OF 

| Dx dy 

obţinîndu-se punctele critice, din care se selecţionează cele de maxim. 


=0 , x2+y2+xy -1=0, 


E.g F g, 2 
ox dy dz 
- b) Fagy tz + 02 +y? + 22 1) + MO + 2y +2 1) ete. 


9. a) F = xyz + Mx è y +z- 1) =0,x+y+z-i. 


10. a) Funcția f are originea ca unic punct critic şi nu este punct interior lui K. 
al ora lui f vor fi atinse pe FrK, alcătuită din A = {(x,0) | xe [-1,1)), 
= (2) |x e -11)), C = ((-1y) | ye (0,1) şi D= (1) |y e [0,1]). Se determină 


maximele şi minimele restricţiilor lui fla mulțimile A, B, C, D; supf este cel mai mare 
dintre ele etc. 


Partea a Il-a 


CALCUL INTEGRAL 


LECȚIA A VIII-A 


INTEGRALA RIEMANN 


A 
INTRODUCERE 


În redactarea acestei lecții am presupus, ca şi pînă acum că, oarecum, cititorul 
este familiarizat cu principalele proprietăţi ale integralei Riemann, cu 
aplicaţiile acesteia şi cu calculul de primitive (subiecte tratate în liceu). De aici 
a rezultat o prezentare succintă a noţiunilor fundamentale şi lăsarea la o 
parte a calculului de primitive. Sunt prezentate de asemenea cîteva 
generalizări naturale (integrale improprii, integrala Riemann - 
Stieltjes). Anumite procedee de calcul aproximativ al integralelor. Riemann 
au fost deja indicate în „capitolele anterioare. 


1. Definiţia şi proprietăţile integralei Riemann 


Fie (a, b], a < b, un interval a în R. O diviziune a intervalului [a, b], 
este o mulțime (finită) v = fxg, Xy, Xp? cu a = Xo < X; < $ Xn =b. Dacă 
vV sunt diviziuni ale intervalului la, b] şi v > v spunem că v’ este mai fină 
decît v. 


Dacă vV sunt diviziuni ale intervalului [a, b] diviziunea v u V (reuniunea) 
este mai fină decît v şi v’. 

În cele ce urmează, fie f: la, bl >R o funcţie mărginită. Dacă v este o 
diviziune a = xp < xy < ... < x, = b notăm 


Ax; = xX; — Xip M;= sup fx), m;= inf fx), ,i=1,..,7 


xe lx nxi xe bă, pti 


Definim sumele Darboux (pentru f şi v) astfel = 


Sf) = È Mase sv f= S mAr; 


i=1 
Punem prin definiție: 


f fs = infS(vf), f fax = sups(v,f) 


(inf şi sup după toate diviziunile intervalului [a,b]). 
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Să observăm că fax, f 2 fax sunt numere reale (nu + œ sau — œ) deoarece 
a Ja 
f este mărginită. 
- Definiţia VIII. 1. Fie f: [a,b] —> R ca mai sus. 
1. Dacă Ti fax = f y fdx spunem că f este integrabilă Riemann pe [a,b] şi 
a a 


scriem fE Ry (sau fe R cînd nu este pericol de confuzie). 


2. Dacă fe R notăm fifa fds =f’ fax şi numim numărul fe fax 

; y aak RE b b 

integrala lui f pe [a,b]. (Se vor folosi şi notaţiile f Aix)dx sau Pr pentru 
ai 


feros, 


Comentariu. Definiţia de mai sus este bazată pe "intuiţia" calculului ariei 
subgraficului unei funcţii continue pozitive ca aproximare cu reuniuni de dreptunghiuri 


(vezi figura). 
à Gryf 
Tr i oiy b 


Fig. VIKI. 1. 


Urmărim stabilirea unor criterii de integrabilitate şi o caracterizare a 
funcţiilor integrabile Riemann, legată de continuitatea acestora. 


LEMA. Fie f: [a,b] > R mărginită şi v,v diviziuni, V mai fină decît v. 
Atunci sivi) > sf, SVA < Sf). 


DEMONSTRAȚIE. Este suficient să considerăm cazul în care V are un singur 
punct în plus față de v, de exemplu =; < y < x; (i fixat). Să notăm pentru 
moment i 


m; = inf fæ), m= inf fx). 
zel; 9] zely 


` 
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Este clar că m; sm, ,m;< my (m;= inf f)). Avem de exemplu 
el; ui] 


sf) -= sf) =mi O — xia) + mo, ya mila; = xD >0 


Cealaltă inegalitate se demonstrează analog, 


COROLAR. 1. Pentru orice două diviziuni vVe avem svf) < Sf); 


2, Sif < J fax. 


1 


Magt * : 
DEMONSTRAȚIE. 1. Punem v =v; U vg şi folosind lema, avem 
slv < sty A s SVN s Síva f) (inegalitatea din mijloc este evidentă). 
2. Rezultă imediat din 1. j 


TEOREMA VIII. 1. Fie f: [a,b] ->R mărginită. Atunci fE Kus dacă şi 
numai dacă (Y)e > 0 există o diviziune v astfel încît: S(v,f) - sv, < e. 


DEMONSTRAȚIE, Să observăm că pentru orice diviziune v avem 


Os f fax- [fass Svp- sp, 


de unde rezultă imediat implicația "e=". 
Pentru implicația "=" să fixăm Ve > O; există diviziuni v}, Vo astfel încît 


b b . 
l ras sf, Svah- ffars g y 


Luăm v = v; U va şi folosind lema precedentă, deducem Stv,f) ~ stv,f) < £. 


Comentariu, Pentru o diviziune y avem 
Lu i 
Sf) -siv f= y (M; - mAx;. 
i=l 


În spiritul criteriului de mai sus încercăm să facem această diferență "mică", studiind ' 
"contribuția" diferențelor M; ~ m; şi pe de altă parte "contribuția" Ax;. Primul tip de 
diferențe ne conduce spre continuitatea funcțiilor şi (după cum vom vedea) al doilea tip 
ne conduce la noţiunea de mulțime de măsură 0. Aceste vagi comentarii intuitive pot 
ajuta la înţelegerea a ceea ce urmează. 


Înainte de a obţine un foarte important criteriu de integrabilitate, sunt 
necesare unele scurte pregătiri, Lungimea unni interval Z c R, de extremităţi 
ab s R, a <b, este II) = b - a (indiferent de tipul intervalului), 


Definiţia VIII, 2, O submulțime M c R are măsura 0 (nulă) dacă e > 0, 
există un şir (,), de intervale deschise astfel încât i 
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McuI, şi ŞI II) <e. 
n n 


EXEMPLUL |. Dacă A c B şi B are măsura 0, atunci A are o măsura 0. 
EXEMPLUL 2. Dacă M c R este finită sau numărabilă, M are măsura 0. 


EXEMPLUL 3. Dacă (M,), este un şir de mulţimi de măsură 0, reuniunea 
M =UM, are măsură 0. În adevăr, dat e > 0, M, CUL şi 
k n 


ln) <A 
Dila 3 


, k=0,l,.. 
1 


Pentru o "numerotare" (7,), a familiei numărabile (Z, „ay e m rezultă 


. z Lă 
McuI, şi PUE se 
p p k=0 2 


EXEMPLUL 4. Intervalul [a,b], a < b, nu are măsura 0. 
Pentru a demonstra acest lucru, se arată mai întîi prin inducţie că dacă 


n n 
labl c U (apby) rezultă Y (b,-ap>b-a. 
k=1 k=1 


Apoi intervalul [a,b] fiind compact, din orice acoperire a lui [a,b] cu intervale 
deschise se poate extrage o acoperire finită. Este suficient să luăm e < b - a 
şi nu vom putea obține acoperirea cerută în definiția mulţimii de măsură 0. 


TEOREMA VIII. 2. (H. LEBESGUE, 1875 - 1941). Fie f : [a,b] — R o funcţie 
mărginită şi M mulţimea punctelor sale de discontinuitate. Atunci i f este 
integrabilă Riemann dacă şi numai dacă M are măsura 0. 


DEMONSTRAȚIE. Înainte de a începe demonstrația propriu-zisă, vom introduce 

noțiunea de oscilație a unei funcţii într-un punct. Dacă f: X — R este o 

funcție mărginită definită pe un spațiu metric X, a e X şi r > 0 punem: 
Mfar)= sup fix), m(far)= inf fæ. 


xe Blar) . xe Blar) 
Definim oscilația funcției f în punctul a: 
o(f,a) = lim (M(fasr) - mi(fa,r)) 


r=0 


(olfa) există, căci M(fa,r) — 
Este uşor de demonstrat că 

1) (Y)e > 0, mulţimea (a e X | ofa) > £} este închisă. 
2) f este continuă în a dacă şi numai dacă o(fa) = 0 


mif,a,r) descrește). 
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Revenind la demonstraţia teoremei, să notăm 
M = {x e [a,b]; feste discontinuă în x) 
şi pentru e > 0 


= 4 €. læ, b]; o(fx) 2 e}. 


Este clar că M= U Mur: 
ke 
=>" Să presupunem că f este integrabilă Riemann. Vom arăta că M. w are 
măsură 0 pentru orice k e N, k > 1. Va rezulta (exemplul 3) că M are măsură 
0. Fixăm deci k > Xi fie e > 0. Există o diviziune V: a = xp < x4 <... < x, =b 
astfel încît 


Svp- ZE 
vf) - stv, f) < T 


(conform teoremei VIII. 1). Vom nota A; = [x vžil, i= 1, ..., n şi fie J mulţimea 
acelor indici i pentru care A; ^ May, £ ø. Fie M'. A submulțimea acelor x e Mik 
pentru care există i e J cu A; A My, £ Ø. Avem , 


Z5 HA) E (M;- max; s Sf) - A< 


ieJ ieJ 


deci Y KA; <$ şi (A); e z acoperă My cuan Myn, diferă de My printr-o 
ied 

mulțime finită, este clar că putem obține o acoperire (numărabilă) a lui Mur 

cu intervale deschise cu suma lungimilor < £. În definitiv, Mp are măsură 0 

v k > 1.şi deci M are măsură 0. 


" Să presupunem că M are măsură 0 şi fie e > 0. M, este compactă 
şi den măsură 0 (M, c M). Există deci o mulțime finită de intervale închise 
k ` 
I,- Î, a căror interioare acoperă M, şi 5 I<e. Putem considera o 
3 fa 
diviziune v a intervalului [a,b] astfel încît intervalele corespunzătoare acestei 
diviziuni să fie de unul din următoarele PR 
(T) intervale A cu A c I, pentru un j è 4. >k]; 
(T) intervale B cu B n M, = Ø. 
Fie |Ax)| SKY xe [a,b] (feste mărginită). Avem 


Sf) -sv f= y (M; - mA; =} +} undeîn Ý suntintervale de tip Liar 
I T T’ 


în > de tip II. Avem $> <2K Ý I) < 2Ke . Se poate demonstra cu uşurinţă 
I 


j=1 


că trecînd eventual la o diviziune mai fină, adăugînd puncte numai pentru 


196 VIII, Integrala Riemann 


intervalele de tip II, suma $ poate fi făcută mai mică decit e(b ~ a). În 
ii 


acest mod teorema lui Lebesgue este demonstrată. 


- OBSERVAȚIE, Spunem despre o proprietate adevărată pentru toate punctele, 


.. ca excepţia unei mulțimi de măsură 0, că are loc aproape peste tot (apt). 


Teorema de mai sus poate fi enunțată "mai plastic” astfel: O funcţie 
mărginită pe un interval compact este integrabilă Riemann dacă şi numai 
dacă este continuă aproape peste tot. În fond integrala Riemann este 
adaptată funcţiilor "aproape continue", dacă ne putem exprima în acest fel. 


COROLAR, Dacă f: [a,b] —>R este continuă, atunci f este integrabilă 
Riemann. stă 
În adevăr, mulțimea vidă are evident măsură O. 


COROLAR. Dacă f: [a,b] ->R este. monotonă, atunci f este integrabilă 
Riemann. 


În adevăr, mulțimea punctelor de discontinuitate pentru o funcţie monotonă 
este finită sau numărabilă, deci de măsura 0. (Fie f crescătoare; f are limite 
laterale finite în orice punct, suma diferențelor acestora (saltul funcţiei) nu 
depăşeşte Rb) ~ fla). Rezultă că pentru fiecare n e N mulțimea punctelor în 


care saltul funcției este > A. este finită. De aici rezultă imediat că mulțimea 
n 


punctelor de discontinuitate pentru f este finită sau numărabilă). 


0, xeladiQ 


EXEMPLU. Funcţia f: lab] >R, A) = 
1, în rest 


nu este integrabilă 


Riemann căci este discontinuă în orice punct, iar măsura intervalului [a,b] 
(& < b) nu este nulă. 


TEOREMA VIII. 3. Fie f: [a,b] —> R integrabilă Riemann, Ala,b]) e [c,d] şi 
g : led] > R continuă. Atunci gef : [a,b] — R este integrabilă Riemann. 


DEMONSTRAȚIE. Dacă f este continuă în xp, cum g este continuă în Axo), 
rezultă că gof continuă. în xg. Deci mulţimea discontinuităţilor lui gof este 


conținută în cea a lui f şi aplicăm teorema VIII. 2, 


TEOREMA VIII, 4. Dacă fig e Ras şi e e R, atunci ` 


. 
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Df+g i Ram ŞI fe + pd = pie + hx 


3 b 

2)af e Ruy şi flopie =o ffas i 

3) fa € Sum 

DEMONSTRAȚIE. Afirmațiile "calitative" f + g e Mia IEE Ry rezultă imediat 


din teorema VIII. 2 (dacă f şi g sunt continue în xo, f + g, fe sunt continue în. 
Xp Si apoi reuniune a două mulțimi de măsură 9 este de măsură 0 ete.) 


j b b b ` 
Pentru a demonstra de pildă că fe + ghz = ffo + f gdx, observăm că pentru 
4 a a 


orice diviziune v avem 


syf + sv) ss f +2) Bf +) Sf) + Syg) ete, 
TEOREMA VIII. 5, 


a b b 

3) Dacă fg e Rae şi A< gla) Yx e [a,b], atunci ffas s fsd. 
l . a A a | a 

2) Dacă fe Sup atunei |f] e Stay şi | ffas] < [iriax. 


DEMONSTRAȚIE. 

1) Rezultă imediat din definiţii. , 

2) |f| e Ray) de exemplu folosind teorema VIII. 3 (g(x) = ||). Mai departe 
b 


să alegem c = + 1 astfel încît c [fă> 0. Deducem 
a 


b 
pasi =e [pa = fonas fiar 
căci evident cf < |f] şi folosi primul punet. s 
COROLAR, 1) Dacă fe Sag Sim < fix) s M, Yx e leb] n, M e R), atunci 
| mt -o< [pic ua -a). 
2) Dacă feste continuă pe lo,bl, atunci există c e [a,b] astfel încât 


fi făx = feb - a). 
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DEMONSTRAȚIE. 1) rezultă imediat din teorema precedentă iar 2) folosind 
proprietatea Darboux a funcţiilor continue şi observînd că 


N 


za e 
1 : 
< Š E: 
mps pea} < a inff), M; Șupfla) . 


TEOREMA VIII. 6. 1) Dacă fe Rusp atunci fe Na pentru orice interval i 


lc,d] c [a,b]; 
2) Fiea <c <b şif: [a,b] > R. Dacă f € Rae ȘI fe Resp atunci fe Run şi 


b ë b 
Í fdx= fia + [pax (aditivitatea integralei ca funcţie de interval). 
a u e 


DEMONSTRAȚIE Totul reznlei imediat din teorema VIII. 2, cu excepția 
egalității fræ- fjas» fræ. Pentru a demonstra această egalitate, se 


oct că “dacă M este o diviziune a lui [a,c] şi v” o diviziune a lui [c,b], 
atunci v = VU v” (într-un sens clar) este o diviziune a lui [a,b] şi 


sf) = SVA + sp, Sf) = SVA + Sf) ete. 
a = , b a 
OBSERVAȚIE. Se face convenţia că dacă a >b, atunci [fax ze ffa (dacă 
a b 


a 
aceasta din urmă există). De asemenea se pune fax = 0. Cu âceste convenţii 


a 


formula j fdx = fræ + frar se ežtindé oricare ar fi poziția punctelor a,b,c (cu 


condiția “existenței integralelor). Rezultatul următor este o extindere a 
teoremei IV. 6. 


E uc 
TEOREMA VIII. 7. Fie (f), un şir de funcții, f, € Ru Yn, astfel ncîtf, > f 
b A 

pe [a,b], Atunci fe Rya şi pax > [paz (integrare termen cu termen). 


DEMONSTRAȚIE. Dacă M, este mulţimea punctelor de discontinuitate ale 

funcţiei f, atunci rezultă că mulţimea M a punctelor de discontinuitate ale 

funcţiei f satisface condiţia M cUM, (căci convergenţa uniformă păstrează 
n 


continuitatea). Dar M, are măsură 0 pentru orice n deci UM, are măsura 0 
n 
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şi deci M. Cît despre integrarea termen cu termen demonstrația este identică 
cu cea din cazul funcțiilor continue (teorema IV. 6). 

z 
Înainte de a trece la proprietățile de "calcul" ale integralei Riemann, vom 
considera aşa numitele sume Riemann. Dată o diviziune v a intervalului [a,b] 


a = Xp <<... < X, = b, se defineşte norma diviziunii v ca p(v) = max Ax;. 
„ ISisn 


TEOREMA VIII, 8. Fie fe Rua: Atunci pentru orice e > 0 există 5, >0 
astfel încît pentru grice diviziune v cu p(v) < 5,, să rezulte . 


Sv P-S A) < e. 


DEMONSTRAȚIE. Să observăm că afirmația teoremei nu este absolut evidentă; 
căci deşi ştim că diferenţa S(v,f) - stv,f) scade prin trecere la diviziuni mai 
fine, totuşi condiţia de normă "mică" nu implică neapărat rafinarea 
diviziunilor. Vom schiţa ideile demonstraţiei. Fie K = sup fo). Dat e >0 


xe lab 
există o diviziune vg astfel încît S(vo,f) — s(vof) < £. Se poate arăta că dacă 
No este numărul de puncte în vg şi 8 lungimea celui mai mic interval al 
diviziunii vọ avem S(v,f) — s(v,f) < e + 4KNJ5 pentru orice 5 < 6, şi orice 


| diviziune -v cu p(v) < 5. Cum 5 poste fi luat oricît de mic, afirmația rezultă. 


Nu intrăm în detalii. 


T 
Dată fiind o funcție f: lab] —> R, v o diviziune a intervalului ~[a,b], 
G = Xo < X <. < Xp = b şi pentru fiecare i = 1,...n, &; e Ixjx;], se consideră 
suma Riemann aa 


n 
SV fE) = D REDA; 
i i=1 
(&; numite puncte "intermediare" pentru v). 


TEOREMA VIII. 9. Fie fe Ry Atunci pentru orice e > 0 există 6,.>0 
astfel încît pentru orice diviziune v cu p(v) < 5, să rezulte 
b 


ISV fE) - [fai <e, 


A a 
pentru orice alegere a punctelor intermediare &;. 


DEMONSTRAȚIE. Este clar că pentru orice diviziune v şi orice alegere a 
punctelor intermediare & e x, ax] avem s(vf) < S(v fe) < Sv. Folosind 
b 


teorema precedentă obținem imediat rezultatul (clar s(v,f) < f dx < S(v f) etc.). 


a 


Teorema. VIII. 9 admite şi următoarea reciprocă: 
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TEOREMA VIII. 10. Fie f: [a,b] -> R mărginită şi 7 un număr real astfel 
încît Ve > 0 există ô, > 0 cu proprietatea că pentru orice diviziune v cu 


lv) <ð, să avem |S(vfE)-I|<e, pentru orice alegere a punctelor | 


. b 
intermediare &. Atunci fe Rya site f fdz. 


Demonstrația este simplă şi o lăsăm ca exercițiu. 


2. Calculul integralelor Riemann 

TEOREMA VDI. 11. (teorema fondamentalä). Fie fe Ra S.F: lab] => R, 
z ? 

definită prin Fie) = fe xè [a,b]. Rezultă: 


1) F este continuă pe la,b]. 


2) Plx) = fx) aproape peste tot (mai precis F este derivabilă a.pit. şi F = Fi 


apt.) 
DEMONSTRAȚIE. 1) Dacă |Ax)| 2 K pe la,b] avem pentru orice pt € lab] 
|) = F) = | fAodz| <K|x, -x| 


x 


şi continuitatea funcției # rezultă. 


2) Vom arăta mai precis că dacă x, € lab] şi f este continuă în Xp atunci F f 


este derivabilă în æ gi Fra) = A). Avem 
x 
F) -Feo ffas. 
Xy 


Fie e >0. Există ö>0 astfel incit-xe lab], |x- xo] <8 să implice 
=e < flx) = Axo) < e, de unde 


(Axa): ea = 9) < [fax < (Rko) + ee - 0) pentru |x — xo] < 5, x > xg 


wg 


Deci -e < 


FaF 
PE A ai - fxg) e pentru | — zo| < 5, x > xy. 
xX -Xo 
Cazul æ < x, se tratează similar. În definitiv, V e > 0, 3 ô, > 0 astfel încît 
0 < |x ~ xo] < Š x e [a,b] implică 
F(x) - Fo) 
| - fix) | se, 
X = Xo 


ceea ce arată că Pg) = Axo). 
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TEOREMA VIII. 12. Fie f: [a,b] >R mărginită şi continuă cu excepția 


eventual a unui număr finit de puncte. Dacă G : [a,b] —> R este continuă şi 
Ga) = Ax) cu excepţia eventual a unui număr finit de puncte, atunci 


b 
fax = Gb) - Gla) =GIÈ (notație). 


Za x 
(DEMONSTRAȚIE. f rezultă integrabilă pe [a,b]. Funcţia F(x) = f este continuă 


i: a 

şi Fl) = Rx) cu excepția unui număr finit de puncte. Deducem că Fi) = Ga) 
cu excepţia unui număr finit de puncte. Obţinem (folosind continuitatea 
funcţiilor F şi G) că F - G este constantă pe [a,b]. Deci 


sili 
GO) - Ga) = Pb) - Flo) = |fâr. ` 


OBSERVAȚIE. Teorema VIII. 12 prezintă o situație mai restrictivă decît cea 
naturală (continuitatea a.p.t.) Rezultate mai generale se pot obţine în cadrul 
integralei Lebesgue. 


TEOREMA VIII. Í3. (integrare prin părţi). Fie fg : [a,b] — R continue şi 


derivabile cu derivate f g’, mărginite şi continue cu excepţia eventual a unui 
număr finit de puncte. Atunci 


b b 
feas» [fra = fala. 


TEOREMA VIII. 14. (schimbare de variabilă). Fie ọ: [œp] >R 
derivabilă, a = q(o), b= (8). Fie f continuă pe elo,f]. Presupunem că 
Fop)” este continuă cu excepția eventual a uhui număr finit de puncte. 


b B | 
Atunci fear = Apropo. | pt 


a a 
Demonstrația teoremelor VIII. 13, VIII. 14 este imediată şi de altfel cunoscută 
din liceu. 
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„Fie c R un interval nevid. O funcţie f :  — R se zice local integrabilă dacă 


restricţia sa la orice interval compact conţinut în 7 este integrabilă Riemann. 


EXEMPLU. Orice funcţie continuă a.p.t este local integrabilă. 


` Fie [a,b) c R, a < b, a € R, b e R (deci b poate fi şi +) şi f : la,b) c-R local 


202 | VIII. Integrala Riemann 


integrabilă. Este deci bine definită funcţia F : [a,b) c R, 
Fa) = (fat. 
j 


Definiția VIII. 3. 1) Perechea £F mai sus considerată se numeşte integrala 


-b b b 
improprie a funcției f pe [a,b) şi se notează Ji (sau foa, ffar ). 


2) Dacă lim F(x) există şi este finită, atunci integrala improprie j f se zice 
2o 


convergentă (C) şi se notează de asemenea lim F(x) = ff (valoarea integralei 


g sia xb 
improprii). 


3) O integrală improprie care nu este convergentă se zice divergentă (D). 


EXEMPLUL 1. [a,b) = [0,), RE) = e™, t e [0,%). Avem 
F(x) = [ea =1-e™, xe [0,9), 
0 


lim F(x) = 1 deci fe “tdt este convergentă şi fe *dż=1 
Era o 0 


EXEMPLUL 2. (a,b) = [0,), AE) = sint, t e [0,<0). Avem 
b ; 


F(x) = |sintdt = 1 - cosx, xe [0,0). 
d 


` Limita lim F(x) nu există deci [sinzat este divergentă. 
x 
0 


EXEMPLUL 3. Fie œ e R. Atunci fa este convergentă dacă și numai dacă 


14“ 
a > 1 (după cum rezultă dintr-un calcul evident). 
Este clar cum se defineşte integrala: improprie şi convergența acesteia pe un 
interval 4] cua e Rşibe R,a < b (pentru f: (a,b] -> R local integrabilă se 


ia Fo) = Jroa şi se consideră lim F(x) etc.) 


xa 
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rdt 
gt 


EXEMPLUL 4. este C dacă şi numai dacă a < Í. 


Fie acum a,b e R şi f: (a,b) > R local integrabilă. Pentru orice x,y e (a,b) este 
bine definită ` 


a l 
Fly) = f Aha. 


Perechea fF este integrala improprie a lui f pe (a,b) notată 


= x—a 
y>b 


Bu b 
ff fadat). ff şe zice convergentă dacă există şi este finită lim F(x,y). 
a 


. b 
În acest caz, valoarea acestei limite este valoarea integralei improprii f f. 


a 


Integrala improprie se zice divergentă dacă nu este convergentă. 
b 


Se poate arăta uşor că ff este C dacă şi numai dacă există ce R, a <c <b, 


pS ` 


c d 
astfel încît integralele f şi ff să fie C. În acest caz 


i b c b > 
Jr- Jr Ir 


a 


+00 ca 


EXEMPLUL 5. (a,b) = (--co,eo), ft) = = ; Í dt este C şi Í dt. T aşa 
$ 1+? ltt? l+? 
ui , x A PU eoa „fat z4 
cum rezultă imediat observînd paritatea funcției f şi faptul că TA 
x + 
o 


OBSERVAȚIE. Fie f: (-c0,+c) -R local integrabilă. Spunem că fr este 


conyergenta în sensul valorii principale (Cauchy) dacă există şi este 


finită lim j Atat = v.p. În (egalitatea este de fapt o notație). 


x — ea” 


- Este clar că: dacă fr este convergentă atunci este convergentă în sensul 
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ea > 


valorii principale şi ff- Vp. Î fe 


Pe de altă parte 1 sinždź este convergentă în sensul valorii principale şi 


oa f sintdt =0 dar i sintdt nu este convergentă aşa cum rezultă dintr-un 


exemplu anterior. 


Se pot considera integrale în sensul valorii principale şi în alte situații dar nu 
vom intra îm amănunte. 


Comentariu. Aşa cum se poate remarca, definițiile integralelor improprii şi a 
convergenței sunt asemănătoare cu definiţii corespunzătoare din teoria seriilor. O 
analogie se stabileşte imediat pe linia: 
= 
20080 S, = ugt up Pa) = ff ete. 
Nu este deci o surpriză că teoria integralelor improprii se dezvoltă pe aceleaşi linii ca 


teoria seriilor (criterii de convergenţă etc.) Este deci util ca această analogie să fie 
întuită şi folosită dar Hebie: remarcat că există şi "neconcordanţe”. Astfel: 


- EXEMPLU. Fie f: (0) > R cu An) =n, Yn e N, An + l= fn De 0,ne N şi 


2n3- 
avînd graficul ca în figură; f este continuă deci local integrabilă, aria unui triunghi 


centrat în n este ES şi seria D ea este convergentă deci este imediat de văzut că f 
2n 2n ; 


este convergentă dar evident lim f(x) nu este 0: 
x 


Fig. VIII. 2 


- absolut integrabilă pe [a,b)). 
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, 


În definitiv dacă pentru convergența unei serii numerice Su, u, este necesar ca 


lim: =0, o integrală j f poate fi convergentă fără ca lim ft) să fie 0. 


noa se 


Vom prezenta î în continuare cîteva criterii de convergenţă pentru integrale 
improprii. Ne vom limita la cazul [a,b), celelalte cazuri tratîndu-se analog. 


"Criteriul integral. Fie f: [1,)— R pozitivă şi monoton descrescătoare. 


Atunci f este convergentă dacă şi numai dacă 5 Kn) este convergentă. 
A n, 
PPE, este teorema F. 6, dar citită invers. ` 


Criteriul general de convergență (Cauchy). Fie f:[a,b}—> R local 


b 
integrabilă. Atunci ff este convergentă dacă şi numai dacă: 
a 


y 
Ve > 0, 3b, e la, 5) astfel încît Yay e lab xy > b, să rezulte IfA <E. 


DEMONSTRAȚIE. Fie F(x) = fr: totul revine la a arăta că lim F(x) există şi 


xob 
g ii 4 x<b 


este finită dacă şi numai dacă Ve >0, b, e [a,b) astfel încît Vxy e la,b) 
xy > by Să rezulte |F(x) — FOy)| < s. 

Avem aici un criteriu Cauchy pentru limite de funcții. Implicația * > este 
banală. Demonstrăm implicaţia "e". 

Fie (4), un şir în (a,b), x, — b. Folosind condiţia din enunț rezultă că şirul 
(Fa): este un şir Cauchy în R. Deducem că (F(x), este convergent. 
Pentru a termina să arătăm că dacă x, > b, Yn => b atunci 

lim F(x) = lim F(y,) (imita nu depinde de şirul (4 JSE 


n= o no 


Dar este suficient să considerăm şirul x,y}, x S A . care evident are 
1r YoYo wY na 


limita b iar şirurile (F(x, (F(y,)), sunt subșirari ale şirului convergent 
Fix), F), Fea), Fog), Fn), FU 


ă ` b 
Definiția VIH. 4. Dacă f : la,b) > R este local integrabilă spunem că f este 


b : 
absolut convergentă (AC) dacă f |f| este convergentă (se mai zice că feste 
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= 
Ei 


. b 
Din criteriul general de convergență de mai sus rezultă imediat că dacă ff 


. a 
este absolut convergentă atunci este şi convergentă. 


Criteriul de comparaţie. Fie fg : [a,b)— R local integrabilă, g>0 şi 
b 


b 
IA <g. Dacă Je este convergentă, atunci f f este absolut convergentă. 
a a 


A E y 
DEMONSTRAȚIE. Vx,y € la,b), x <y, Pa < Je şi aplicăm criteriul general de 


x x 
convergență. 


b 
OBSERVAȚIE. Fie f: [læ,b) > R local integrabilă. Atunci este clar că ff este 


b 
convergentă dacă şi numai dacă există c e [a,b) astfel încît f să fie conver- 


c 


gentă. De aceea este suficient în criteriile de convergență ca anumite-condiții 
să aibă loc pentru intervale de tip [c,b) cu c suficient de aproape de d. 


ce 


EXEMPLU. fetat este convergentă căci pentru £ > 1 avem cet si fe -tdt 
v 1 


este convergentă (deşi simplu, acest exemplu arată utilitatea criteriului 


eri rak -$2 : pax 
comparaţiei căci pentru e”! nu putem "calcula" vreo primitivă). 


Criteriul de convergenţă la limită. Fie fg : la,b) — R local integrabile şi 
g > 0 pe la,b) astfel încît 


lim AP =1eR. 
1 tb g(t) 


b b 
1) Dacă Je converge atunci f converge absolut. 
a a 


b $ b 
2) Dacă ¿#0 Je converge dacă şi numai dacă ff converge (cele două 


a a a 
integrale au aceeaşi natură). 


DEMONSTRAȚIE. 1) lim VOL = 11| şi deci există c e [a,b) astfel încît pentru 
t>b g 
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te [e,b) AOs + peH 
şi aplicăm prima formă a criteriului comparației. 
2) Din  z 0 deducem că funcţia f are semn constant în vecinătatea lui b şi 
lim 80 = L. 
roof l 
Putem presupune f > 0 şi aplicăm 1). 


EXEMPLU. Fie f local integrabilă pe fa, +20) astfel încît 
i lim 2“f) =leR. 


t= o 


1) Dacă a > 1, atunci ff este absolut convergentă. 
2) Dacă o £ 1 şi Z + 0, atunci ff este divergentă. În adevăr, se ia g(t) = Î “a 
a g” 


criteriul de mai sus. ; 
Aşa cum am precizat, criteriul de convergență se adaptează imediat la cazul 
intervalului (a,b]. Fără a mai intra în detalii, dăm următorul exemplu util în 
aplicaţii. î i 
EXEMPLU. f local integrabilă pe (a,b], a,b e R astfel încît 

lim (t -aYAt) =leR. 


toa 


b 
1) Dacă o < 1, atunci ff este absolut convergentă. 


„a 
b 

2) Dacă œ > 1 şil #0, fe este divergentă. 
a 


1 
t-a) 


În adevăr se compară cu gt) = etc. 


tos 


Criteriul lui Abel. Fie f: [a,c) > R de clasă Cl, limAt)=0 şi J” absolut 
. x 
convergentă. Fie g : la,) — R continuă astfel încît funcţia G(x) = Je să fie 


mărginită pe [a,c-). Atunci f fg este convergentă. 
a 


DEMONSTRAŢIE. Fie M > 0 astfel încît IG] < M, Vx e la), avem 
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fie -IGÈ- JPG , va e la»); dar f'G] < Mif 


a 


deci membrul drept are limită finită spre œ din iile (FG — 0 etc.) Deci Je 


este convergentă. 


7 


i 


i $ 
EXEMPLU. = di este convergentă. În adevăr este suficient să arătăm că fest dt 


este convergentă. Luăm A = = şi g(t) = sint şi aplicăm criteriul lui Abel. 


OBSERVAȚIE. [a nu este absolut convergentă. În adevăr dacă ar fi, am 


= sint < |sint|, că 


deduce din 120082% [ata este C. Dar [SS di 
F2 zi F 


este C (Abel) în timp ce = este D şi am ajuns la o contradicție. În dn [ta 
` 1 
este C dar nu este AC. f 


4. Integrala Riemann - Stieltjes 


Matematicianul olandez T. STIELTJES (1856- 1894) a avut ideea extinderii 
integralei Riemann. 

Fie a: [a,b] > R o funcție monoton crescătoare. Pentru o diviziune v 
a = Xo < X3 <... < Xp = b; vom nota Ag; = &lx;) — alx; ;), i = Li... 

Dacă f: la, bj >R este o funcție mărginită vom pune 


Swfo) = 3 MAg; M; = şup 


IA; i pa); 
i=l xele ti 


n 
sv fa) = 5 mAg; m= 


i 
; iz 


inf Ax). 


zE biz] 


Generalizînd situaţia descrisă în paragraful-1 punem 


Ț pac = ins feo, i, fia = sups(v fio) 


(nf şi sup după toate diviziunile v). 
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Se spune că f este integrabilă Riemann-Stieltjes în raport cu o pe [a,b) 
dacă J fan = ’ fda.. Scriem f e (o) ([a,bl este subînțeles). 


b 
În acest caz, notăm ffo valoarea comună. 


, a 
O serie întreagă de rezultate considerate în paragraful 1 se extind la noua 
situație (cazul integralei Riemann este &(x) = x). Astfel de exemplu: 


TEOREMA VIII. 15. 1) Dacă feste continuă pe la,b], atunci fe R(&) pentru 
orice a crescătoare, 

2) Dacă f este mdhotonă pe [a,b] şi o este crescătoare şi continuă, atunci 
fe Ra). 

3) Dacă fe N şi a este crescatoare şi deiyabilg cu We R atunci fe R) şi 


j fă = j fad 
(calculul integralei Riemann-Stieltjes cu ajutorul integralei Riemann). 


Nu vom intra în detalii privind demonstraţia acestei teoreme. Aşa cum se 

observă din enunţ, cazul funcţiilor œ crescătoare, dar.nu neapărat continue, 

poate aduce fenomene noi faţă de situaţia întîlnită la integrala Riemann. 

Astfel, este o chestiune de oarecare subtilitate că definiţia prezentată mai sus 

nu este echivalentă cu cea cu sume Riemann-Stieltjes (de tipul X A&AG,) în 
5 i 

cazul în care a nu este continuă. Nu vom intra în amănunte. 


5. 10 exerciţii 


1. Să se calculeze lim + f "Secostaj, 
xoo0ăst 


a 1:35-...(n - 1), x 
i m n par 
ar zaen F "P 
2. a) Să se arate că [sina = X 
` o í 24n- D a impar i i 
3:%5....n ` . 
"4"... 2n]? i 
12-4-...2n] (numită formula lui 


b) Folosind a) să se stabilească relaţia n = lim Aiu enl 
/ n> [35...27 - Dn 


J. WALLIS, 1616 — 1703). 
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3. Fie şirul a, = ae nèi | 
n+ 
n Z 
afl 
a) Să se arate că (a,), este descrescător şi notînd a = lima,, că ae Ti <a<a, A 
8 
V n 2 1. Deci Yz 36, e (0,1) astfel ca a, =ae 12. 
b) Folosind formula lui Wallis, să se arate că a=y2n. 
c) Să se deducă formula lui D. STIRLING, (1692 — 1770): 
6, 
n!=Vonn (pe, 0 <8,<1. 
e 
4. Fie funcţia f : [0,1] >R 
0 x irațional sau x=0 
fo) 11 dacă = 2 (ractie ireductibilă pq>0)! 
q q 


Să se arate că f este continuă î în orice punct irațional. Să se deducă integrabilitatea 
lui f pe [0,1]. 


5. Să se studieze dă ai sau divergenţa următoarelor integrale improprii: 


;4) T xnx 


a) fisas b) feran: o f a T 
LARES 


If 


ct 
6. Să se calculeze Ir) = [inta - 2rcosx + rdax; Irlz1 (numită integrala lui 


S. D. POISSON, 1781 — 1840). 


7. Să se calculeze v.p. | 


8. a) Fie P,Q polinoame cu coeficienţi reali prime între ele. Să se arate că f Pœ) dx 
a 


converge dacă şi numai dacă Q nu se anulează pe R şi grad Q > grad P +2. 
b) Fieo,Be R. 


:) Daca MAI . Finet 
i) Dacă 5 > 1 sau B = 1 și æ < —1, atunci E dt converge. 
> t 
2 


5. 10 exerciţii 211 


E m i T Inż i 
ii) Dacă ß < 1 sau $ = 1 şi o > —1, atunci [Ea diverge. 
t 


9. a) Să se studieze convergența integralelor: Í |insinadz. ' 


1-¢? 0 


b) Fie Ax) = 3xcosx? — L sin’, x> 1. Să se arate că fr este C dar lim fx) 0. 


x zac 


à 


3 l x=e 
10. Fie funcţia f : [a,b] > R, fx) = 


„unde ce (a,b). Să se arate că fe Riu, bl 
0 înrest d 


b 


şi f =0. Să se deducă de aici că modificarea unei funcții integrabile Riemann într-un 
a 


număr finit de puncte nu afectează nici integrabilitatea, nici valoarea integralei. 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


1+x 
1. Fie F(x) = Í e“*stdţ. Avem de calculat: lim TOTO = FI0)= m esl, 
, 4 z=0 
72 ; 
2. a) Fie I„ = | simzax, n e N. Avem I= F I = 1. Pentru n > 2 integrînd prin părți 
d š 
rezultă: 


zi2 ni2 
Fi w i i P ` si 
Ips [sin 1x(-cosx)dx = -sin” ~ Ixcosor e? + (n - 1) [sin 2y cos2xdx. 
d d 


n ip 


Deducem relaţia de recurenţă 7, = Ing n 2 2. 
n 


Folosind 14,7, se obține rezultatul cerut. 


b) Avem sin2"* ly < sing < sin? le, xe 10,7), n21 integrînd pe 10,7) şi folosind 


formula de la.punctul a) se obţine cu un zale aitău simplu de iun formula lui 
Wallis. 


3.a) În dezvoltarea In E 2x(1 + Lazi et 1 facem 
l-x 3 2k+1 


xha), Jæj<1 


ž 
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x= t. „n > i1 şi obţinem In% t i = _2_ + t _ i + y SAU 
2n +1 n 2n +Ë 3 (n + 12 
(n Dimas orgi E st E a. rezultă j 
2 n ` 3 (m+ I? 5 r+ i 
1<(n+ Da r trai l BEEE E ET „| deci 
2 n 3| (2n +12 n+1 
t<(n+ Din + Î)c1+ $ obţinem 
2 n t2n(n + 1) 
E 1 1 DE: 75. E 
1< <e MaD deci ae TE <a, 16 T şi ae ca. f 
Arri 
b) Pornim de la 
i A 8, 
& nizan e, o<0,<1 
e 
şi de fa formula lui Wallis 
. di i a 2: 2 4 
e X olm __L 242r | m E [2n 
2 nos +1|35..(2n+1)] non ri] 70 


Înlocuind în (*%) n! şi (2n)! din.(*) se obţine cu un scurt raţionament a =/2n şi apoi 
formula lui Stirling. 


4. Fie e h; 1] un soiul irațional. Pentru orice Bataral n 3 1 există un natural Z 


astfel încît — LE <LI 


- Există deci un interval deschis 1, c - 10, 1] ce conţine Ẹ şi astfel 
n 


încît pentru orice rațional x € I, Ax)# A. Fie e > 0. Există N e N astfel încât Š <£. 
. n 


Folosind observaţia de mai sus putem găsi un interval I c [0,1],-£ e 1 şi Ax) < 


pentru orice x e I etc., 
5. a) convergentă, b) divergentă, c) convergentă, d) convergentă. De exemplu pentru 


1 
a) fintat =-1-xlns+x = - 1. Pentru c), se poate pune Væ =t, 
x> z 


N 
6. Considerăm suma Riemann 
SE = A ui Tr En 2 
=> În(1 - 2rcos—— +r?) = Eh +r? f] (1 - 2reos*. + r2) |. 
> fo 2 Fi n 


Considerînd descompunerea în factori a polinomului z” — 1 peste C rezultă 
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n-a 


2 1-22 DI] a- 2zcos ŽE s vaec 
i-a 


Înlocuind z = r deducem ` 
-S= afty lra- ») 
r-i 


Dacă |r] <1, r2* —>. 0 şi deci 
na 


z . 
ina - 2rcosz + 72) = lim 5, =0 
A noa 


(căci integrala există 1). Dacă |r| > 1 avem 


In(1 - 2rcosx + 72) = Iară L - 2 cosx + 1 
A r? r 
şi ne reducem la cazul precedent. Se obține i 
t 


ina - 2rcosx + r2)âx=2nin|r], |r|>1. 


4-e ` 
d dx 


Via] dta Va 


TE ete. i 
.—0 3 
2>0 


8. Se aplică criteriile de comparaţie ete. 


9. a) convergente; 
b) pentru convergenţa integralei se observă că 


- 3 n 
sinx 1 
Ejs S şi că [acosrSax 
x? EA 


este Aa (se poate face schimbarea de variabilă x? = £ şi se aplică criteriul lui 


Abel). Se poate. şi observa că Ax) = (sina J- 
x 


19. Fie v o diviziune a = xy < x] < ... < X, = b astfel încît e = x}. 
Sf) -svf = aa Xp- 


` b 
Se aplică teorema VIII. 1. ff =0 căci s(vf) =0 Yv. 


LECŢIA A IX-A 


INTEGRALE CU PARAMETRU 
(FUNCŢII DEFINITE PRIN INTEGRALE) 


INTRODUCERE 


Problematica acestei lecţii este o continuare a celor expuse în lecţia a V-a. 
Integrala este folosită pentru obţinerea de "noi funcţii” în acelaşi mod în care 
au fost folosite, de exemplu, seriile de puteri. Temele dominante sunt legate de 


"transferul" de proprietăți de la funcţiile ce definesc la cele nou definite şi 


studiul concret al unor funcţii definite prin integrale. Deşi cadrul "natural" al 
studiului funcţiilor definite prin integrale este teoria integralei Lebesgue (care 
va fi studiată în lecţiile următoare), -am considerat utilă prezentarea 
subiectului în cadrul mai familiar al integralei Riemann. În finalul lecţiei 
studiem funcţia Gamma, una din cele mai importante ale Analizei matematice, 
extindere a factorialului de la numere naturale. 


1. Integrale Rieman:, cu parametru 


Fie Y o mulţime nevidă şi [a,b] c R un interval compact; fie f : [a,b] x Y — R, 
(y) > Ax,y), x e [a,b], y e Y, o funcție. Să presupunem că pentru orice y e Y, 
funcția x = f(x,y) este integrabilă Riemann pe [a,b]. Se poate deci defini o nouă 
funcţie F : Y > R, - 5 j 


b 
FO) = JAseo)ax. 


Se spune că funcția F este definită ca o integrală cu parametru, sau că F 
este o integrală cu parametru. 


Definiţia IX. 1. Fie Y un spațiu metric, A c Y, PB € Y un punct de acumulare 
pentru A, f : [a,b] x A > R şi ọ : [a,b] —> R. Spunem că f tinde către q cînd y 
tinde la B uniform în raport cu x e [a,b] dacă: V e > 0,35, > 0 astfel încît 
pentru orice y e A cu 0 < d(y,B)<ă, să avem |Rxy) - e(x)| <£, Y xe [ab] 
(aici d este distanța în Y). În acest caz scriem 
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U 
f > o. 
y=B 


: U ity A 
TEOREMA IX. 1. a = q dacă şi numai dacă pentru orice Şir 0), în A, 


Yn > B Øn = P), şirul de funcţii f (œ) = Ax,y) converge uniform către ọ. 


Demonstrația acestei teoreme rezultă din definiţii. 

TEOREMA IX. 2.«Folosind notaţiile din definiţia IX. 1, să presupunem că 

| b 

integrala cu parametru FO) = [Rydz este definită pe A şi că f ue Q. 
A yap 


Atunci 9 e Rap şi în plus, 


b b b 
lim F) = lim fAxy)dx = dx = [ui 
lim te fazi fo foim feodas. 


DEMONSTRAȚIE. Fie Onn un şir în A, Yn >P Q, +B). Şirul de funcții 
fa) = Ay) este un şir de funcţii integrabile Riemann şi fi ass e. Rezultă 


Pe Si. Fie Ve > 0. Există 8, > 0 astfel încât y e A, 0 < d(y,b) < 5, să 
implice |Ax,y) — x)| < s, V x e [a,b]. Deducem 


b b „d L-A _ A 
| facă - fode] = | [feo - poz < ins) -p lăxseo -a). 


b 
Deci |Fy)- Sowas] <e(b-a), 0< dy,B)< 5, ceea ce demonstrează 


teorema. 


TEOREMA IX. 3. (continuitatea integralei cu parametru). Fie A c R 
deschisă şi f: [a,b] xA >R o funcție continuă. Atunci funcția F: A >R, 
P A i 


b 
Fy) = nas este continuă. 


DEMONSTRAȚIE. Fie Be A. Pentru demonstrarea teoremei, este suficient să 


am da pU 
arătăm că zi e unde g(x) = Ax,f), x e [a,b]. Fie Y s > 0; pentru fiecare 
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we [a,b], f este continuă în (0,f) deci există o vecinătate V, a lui o deschisă 
în [a,b] şi o vecinătate (deschisă) W, a lui P în A astfel incit 


| Aacy) - RoB)| sax e Voy E W, deţi 


Ay) -Rx PB) Se, xe Vay e Wy 
Familia (Vadu e tai este o acoperire deschisă a compactului [a,b] deci putem 


extrage o acoperire finită (V,, . Va}. Să notăm W = WaN NAW, şi fie |. 


5, > 0 astfel încît B(B,8,) c W. Avem 
æy) -AxB | se, Va e lab] şiy e B(B5,), 


f U 
ceea ce demonstrează că f SĂ e. 
y> 


TEOREMA IX. 4. (a lui Leibniz, de derivare a integralelor cu parametru). Fie 
F: tab] x (c,d) => R o funcție continuă ((c,d) c R un interval deschis nevid). 


Presupunem că X există şi este continuă pe [a,b] x (c,d). Atunci integrala 


: b ; 
cu parametru Fy) = În az este o funcție derivabilă pe (c,d) şi V y e (c,d), 
a 


b 
Fiy) = l Leya. 


DEMONSTRAȚIE. Fie V yọ è (œd). Vom arăta că 
b 
Nye LF 
Pop = J eo. 
Aceasta revine la 


FO) = Fo) > [are SET 


Y —Yo a îi 


Este suficient să arătăm că g(y) = „Y ŻY tinde la Levo 


Ray) - Rayo) 
-7 


uniform în raport cu x cînd Y > Yo Acest fapt rezultă din teorema creşterilor 
Ray) - Ayo) 
yo... 


finite -Fea cu &, între y şi Yo folosind continuitatea 
y k 
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of 


funcției 3 şi teorema IX, 2. Teorema IX. 4 se mai numeşte şi "teorema de 


derivare sub integrală”. 


EXEMPLU. Pentru n natural (fixat), definim 


RR . 
F,0)= » y € (0,9%). 
D i EI y 
Aplicînd teorema- IX. 4, obținem 
FIO) = = 2ny i = 209,109). 


3 (x? + S T7 


Pornind de la Pg) = arctg i, še pot obţine prin derivări succesive 
integralele Fp. 


Fie f: lab] x (œd) > R continuă şi astfel încât 2E să fie continuă. 
Considerăm funcţia 


v í 
Dlugy) = fiend, uw e inbh, “ye ld). 
u 
Folosind proprietăţile integralei Riemann şi teorema IX. 4, deducem: ` 
ab a db, N 2 N a, 
Step -fus Puos), Sua)» Í yide, 


Să presupunem că uv : (cd) > [a,b] sunt funcţii de clasă Cl, u = u(y).v = vy) 
şi că f: [ab] x (6,d) = R este continuă şi cu 4 continuă, Să considerăm 


funcţia: 
vy) 
ao) f Rae. 
u) 
G este derivabilă pe (c,d) şi avem formula: 


vo) 
Go) = | Eley da VOVO = wU), - 
u) 


numită 3 "regula Sapte de derivare. 


integrală". În adevăr, 
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şi se aplică teorema de derivare a funcţiilor compuse. 


TEOREMA IX. 5. (integrarea integralelor 
f: [a,b] x [c,d] — R o funcţie continuă. Atunci 


cu: parametru). Fie 
b d k r 
[ez ana = f faao. 


DEMONSTRAȚIE, Pentru x e a,b], considerăm 
Owa d x 
F = fe fR dyat si G) = fe feydd . 
a e ec a 
Deducem cu “uşurinţă că F şi G sunt derivabile pe [a,b] şi 
t d 
Fia) = fAæy)dy = 0'6). 


Dar F(a) = G(a) = 0, deci F = G pe [a,b]; în particular, F(b) = G(b), ceea ce era 
de demonstrat. 


Comentariu. Teorema IX. 5 se mai numeşte "regula de intervertire a ordinii de 
integrare" şi arată că două integrale "iterate" sunt egale. Semnificația acestui fapt va 
spori atunci cînd vom arăta, în lecțiile viitoare, că valoarea comună a celor două 
integrale iterate este tocmai integrala "dublă" a funcţiei f pe dreptunghiul [a,b] x le,d]. 


2. Integrale improprii cu parametru - 
FieA c R'şṣif: [la,b) x A > R,x € la,b),y e A. Vom presupune că pentru orice 


b 
y € A, funcția x > fx,y) este local integrabilă pe [a,b) şi că ffo converge. 
a 


i b 
Se poate defini funcția F : A — R, FQ) = paz . Se spune că funcţia F este 
y J A 


definită ca o integrală improprie cu parametru, sau că F este o integrală 
improprie cu parametru. 


bi t 
Pentru a < t < b, să considerăm G(y,t) = fevd, G:A x la,b) > É. 
3 
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: A U i 
Definiţia IX. 2. Dacă, în ipotezele de mai sus, G 3, F, atunci spunem că 
t> 


b 
integrala ffawd converge uniform (în raport cu y) pe A. 
a 


b 
Să observăm că aceasta revine la: Vs > 03 b, < b astfel încît | [fevd] <£, 
t 
pentru orice b, <t < b şi orice y e A. 
À 
TEOREMA KX. 6. (continuitatea integralei improprii cu parametru). Să 
, b 


presupunem că funcția f: [a,b)x A—>R este continuă şi că faea 
E a 


i : b 

converge uniform pe A. Atunci funcția F: A =R, Fy) = fays, este 
E a 

continuă. 

DEMONSTRAȚIE. Alegem un şir ¿, >b, a <t, <b. `Folosind teorema IX. 1, 


uc 
rezultă că şirul de funcţii G,(y) = G(yt,) converge uniform la F (G, > F). 


Teorema IX. 3 asigură continuitatea funcțiilor G,, iar convergența uniformă 
a şirului (G,), transferă continuitatea la funcția limită F. ` 


TEOREMA IX. 7. (derivarea integralei improprii cu parametru). Să 


presupunem că f: [a,b) x (c,d) — R este continuă şi că există F. continuă. 


y g 
b ; / b 


Dacă fax este convergentă şi dacă integrala EA (xy)dx este uniform 
a a Y 
; b 
convergentă pe A, atunci funcția F: (c,d)—> R, F(y)= faava , este 


b 
derivabilă pe (c,d) şi F'(y) = | (Leibniz). 
i y | 


DEMONSTRAȚIE. Alegem un şir î, — b, a < t, < b. Şirul de funcţii G,(y) = Gt) 


U 
converge (punctual) la F şi folosind teorema IX. 4, G>H , unde 
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b i i 
Hy) = Jey . Aplicînd teorema de derivare termen cu termen a şirurilor 
a 


de funcții, F este derivabilă şi F! = H. Teorema IX. 7 se numeşte şi teorema de 


„ derivare sub integrală. ' 


. b 
TEOREMA IX. 8. Fie f: fab)» led > R continuă, astfel încît za să 
a 


fie uniform convergentă. Atunci 


db od 
S nao = fiffa. 
c a ac 


pe 


\ : -uU 
DEMONSTRAȚIE. Fie ż, = b, a st, < b. Folosind notațiile anterioare GF. 


Deci fama no sau Îejpeoanas = faza. Aplicînd 


d în td . i i 
teorema IX. 5,, rezultă că S Sreo- fe f Axy)dx)dy. Deci există 
c a ac 


ta d d b $ 
lim K f fxy)dx)dy şi această limită este egală cu Î(Țpaad ay. Dar şirul 
ct dir! e ca 
b d 
(£,), era arbitrar aşa că rezultă. că f f fxy)dx)dy este convergentă şi are 


a e 
loc egalitatea din enunţ. 


OBSERVAȚIE. Rezultate analoage teoremelor precedente se obţin (cu modificări 
evidente) în cazul intervalelor (a,b] sau (a,b). Lăsăm în seama cititorului 


” formularea şi demonstrarea acestora. 


Din cele de mai sus rezultă importanţa noţiunii de uniform convergenţă a 
integralelor improprii. Este astfel util să avem criterii de convergenţă 
uniformă a integralelor. Iată cîteva: 


Criteriul general (Cauchy). Fie f: la,b) x A > R astfel încît pentru orice 
: b 
y€ A, funcţia x = fly) este local integrabilă. Atunci fiev este uniform 


convergentă dacă şi numai dacă V e > 0 3b, <b astfel încît pentru orice u,v 
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7 7 
b, < uv < b, avem | ffxs)äz| <£ , pentru orice y e A. 


u 


Demonstrația repetă ideile din demonstrația criteriului analog pentru 
integrale improprii. f 


Se deduce imediat 


Criteriul de comparație. Fie f ca mai sus şi g-la,b)—R astfel încât 


b 
|Ax,y)| < ga) pentr orice x e [a,b)} şi y e A. Dacă! aa este convergentă, 
„u 


b 


atunci freva este uniform convergentă. 
a 


EXEMPLU. Să considerăm SY de, ye R. Avem SEY sl. 
, 
5 g Ira? i „La? leg? 


Ve [0,) şi VyeR. Integrala | fiind convergentă, rezultă 
1+x Ad 
d 


=s dx uniform convergentă. Observind că fixy) = SI. este continuă 
ol+g ; i i 


1+x2 
z 


pe {[0,%) x R, deducem din teorema IX. 6 că funcţia Fy) = [E ax este 
o t+r 


continuă pe R. 
Criteriul lui Abel. Fie f: (a,b) x I = Ro funcţie de clasă C!, I un interval în 
( b 
R, astfel încît limfxy)=0 uniform în raport cu y şi [Pasa să' fie 
x>b p 
a 


uniform convergentă. Fie g : [a,b) x I -> R continuă cu proprietatea că există 
M > 0 astfel încît d d i 


| fsp] <M,Vaze lab)şivycel. 


$ b ; 
În aceste condiţii, Înot oă converge uniform. Demonstrația reia ideile 


a 


din criteriul lui Abel pentru integrale improprii. 
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23 i -si : 
EXEMPLU. Fie F(y) = fe -ay SIX dy ,y > 0. Din inegalitatea pE [<e™,se 
: i x x 
o 


deduce imediat că F este bine definită pentru y> 0. Pentru y= 0, 


FO = [S ax, care este convergentă. În definitiv, avem o. funcție 
x 
v 


F: [0,%) -> R. Vom încerca să calculăm F determinînd astfel şi valoarea 


integralei f 
0 


sinx 


dx. Pentru aceasta să observăm pentru început că F este 
x A 


doa Cati, At tara F EAE A = -xy SINX 
continuă. În adevăr, este suficient să arătăm că G(y) = fe 2) 2 dx este o 


1 x 
funcţie continuă cu F(y)= fe 7 SINX dy + GO) ( fe Sin“ dx este de fapt o 
9 * Gir vă 


integrală Riemann cu parametru). l 
Pentru a arăta că G este continuă, este suficient să arătăm că este uniform 
. m 
convergentă integrala fe 
0 


-xy Sinx 


dx. Pentru aceasta se poate aplica criteriul 


lui Abel luînd Axy) = nT şi g(x,y) = sinx. În continuare, avem pentru y > O, 
x 


Dew) -esine xe [0,c). Fie yg>0. Pentru y2 yo 
yy X 


je sinx| se "0. Aplicînd criteriul de comparaţie, deducem că fe sinx dx 
` 0 

converge uniform pentru y 2 yo- : 

Teorema de derivare a integralelor improprii cu parametru se poate deci aplica 

şi obținem F”(y) = - fe Y sinx dx ,y > yg. Cum însă yp > 0 era arbitrar deducem 

. P 0 C i 

că F'(y) =- |e-ssinxăx, Vy > 0. Un calcul simplu arată căF'(y) = ~ 

1+y 
0 


y > 0 şi deci 
i F(y) = - arctgy + C, C constantă, Y y > 0. 
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i ce 
| Dar FOI < fe, y > 0 şi deci limF(y)=0. Ca atare c-2 şi în 
j o y yo 

| 


| definitiv FO) = 2 - arctgy, y>0. Dar F este continuă pe [0,œ) şi deci 


fa dx = F(0) = lim F(y) = $o rezultat remarcabil. Se deduce imediat că: 


2 


Ja pa 
T 
A : 3 a>0 . 
ELTRTT) 
o x 
-Z, <0 
2 


3. Funcţiile B, T | 
Definiția IX. 3. Funcţia gamma a lui Euler, T : (0,c) > R, se defineşte prin 


(a) = fes le-*dx, a>0. 
0 


Pentru fiecare a e (0,%), [n 1e-xax converge. În adevăr, este suficient; să 
0) 


1 
arătăm ćonvergența integralelor f x*- leda, fe “ledy. 
9 1 


1 

Pentru prima integrală observăm că x” le * < x%-1, x e (0,1] şi cum o > 0, fe -ldx 
d 

converge. 


Pentru a doua integrală, avem, de exemplu, lim x2e *%-1=0 (a > 0) şi 
x me A 


aplicăm criteriul de convergență la limită. Mai mult, notînd 
i m 
Fœ) = fas- 1e-*dx, Fa) = fe -le™dr, œ> 0 
0 1 


şi observînd că pentru o > 0 avem 


Ci Is Op . 
x% lesa, V x e (0,1] şi a > a 
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xo lemsa" le Ve [Lo) şi ae (0,0l. 


Deducem,. folosind -criteriul de- comparaţie pentru integrale improprii cu 
parametru, continuitatea funcţiilor F, şi F, pe (0,) şi în definitiv 
continuitatea funcţiei T: (0) -> R, deoarece T =F, + Fo. Continuînd în 
aceeaşi manieră şi aplicînd teorema de derivare a integralelor improprii cu | 
parametru, se poate arăta că T este de clasă C” pe (0,) şi 


x% l(Inx)e*dx,n e N. 


Too) = 


o—= 


În plus, un calcul evident arată că 


TI) = fe*dx =1. 


0 


TEOREMA IX. 9. Pentru orice o > 0, avem I(a + 1) = aT(0). 
DEMONSTRAȚIE. Pentru 0 < a < b < œ avem 


b D 
|aeax = = eat + a [0 1e-*ax . 
4 a 


'Precînd la limită pentru a -> 0, b — œ obţinem 


P 
fered = a [ae “ledy, 
o [ 

ceea ce trebuia demonstrat. 


COROLAR. Pentru ne N, [n + 1)=n!, Aşadar, funcția gamma este o 
extindere a'funcţiei factorial. 


Definiţia IX. 4. Funcţia peta B : (0,0) x (0,2) = R se defineşte prin 
` 1 
Bp = [ap 13-a tă, 
0 


Este un exercițiu simplu stabilirea convergenței integralei pentru p,q > 0 
(integrala este improprie pe intervalul (0,1)). Astfel se consideră separat 

e 1 

fa -x) ldx şi za -x¥}-1dy,0<£<14 

0 z 
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şi se aplică criteriul de comparaţie cu D respectiv cu Ii 

xF (ap 
Este imediat de observat că B(p,9) = Blap), Y pq > 0 
Vom da fără demonstrație următorul rezultat util. i 


TEOREMA IX. 10. 
1) Bpq)= T(p)I(q) 


> Pq>0; 
TO +4) pq 
A l 
2) Bp, 1-p)=—_ , 0<p<1. 
sinrp 


Utilizînd această teoremă, deducem 


i (A N TR AEG A A ES 
za ro] =1 şi deci ro = Vn. 
noT 7 | 
Dar i) = fe ? ed = 2 fede (cu o schimbare evidentă de variabilă). 
o d i 


A site a Ii ` 
În definitiv, f * dx ara şi deci feae = yn , rezultat important (folosit în 


teoria probabilităților, la studiul repartiţiei normale). > 


4. 10 exerciţii 


z 

L _ (In(l + ycosx : 

Să se calculeze Fo) = [PLEO as, |y|<1, prin derivarea integralei cu 
0 


parametru. 
r 


2. Să se calculeze G(y) = fino? - sin2x)dz, y>1. 
` 0 


, 


3. Să x fsinax r j 
Să se arate că | SI0%% Jy converge uniform în raport cu « pentru a > %p > 0. 


pă : 


1 
4. Să se calculeze integrala I= [iz a. 


0 1 — 2 
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5. Să se calculeze ja cosfxdx, ap > 0. 
x 
v 


E dx şi J= |erecat-enae p>-1, q>0. 


6. Să se calculeze I= 
i o (+x)? 


7. Să se calculeze I= sinâxcostxdx punînd sin? =t şi folosind funcţiile B, T. 


sed a 


8. Să se calculeze I(b)= 
o 


e-2"cos2bx dx „beR. 


te 


9. Să se arate ca [E dx = mè, a,b >0. 


10. Să se calculeze I= BE e oet a, a,b >0. 
3 x 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


In (1 + ycosx) 


1. Se prelungeşte funcţia prin continuitate în punctele G :y) cu valoarea 


cosy 
y. Prin derivare sub integrală avem 
z 
F'o)= || du 2 T (cu tg =t etc). 
1 + ycosx 2 2 
v 1-y 


Deci F(y) = naresiny + C dar F(0) = 0 deci C = 0. În definitiv F(y) = naresiny. 


r 
t a 
2. Gy) = jae = (tgx = t ete.) sau G(y) saih +Vy2- 1) +C. Pentru 
39 y? - sin?x 2 
! 2-1 
determinarea constantei C se scrie 


a Li 


k 
+ fina- L sin?o)dr. 


Ç= Jino- sitoa- rln +yy?-1)=nln 
bå 


y+Vy2-1 


7 
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m A i ; 
Dar |In(1 - anaal <|in(1- 2! şi făcînd y — +e obţinem C = —nln2 etc. 


sint x : 
3. Integrala js di este convergentă deci V s > 0 3 A, astfel încât A > Ap să implice 


sint Tsinow Tsi A , Tsi 
Lf. ; dt| <£. Avem Eine ax = fa, Luînd A>? vom avea | [Si ax| zë 
A AE Àa É o x 


V o 2 Op deci uniform convergența integralei. 
A 


1 
ti 
4. Se pleacă de la FO) = [2480 ay y 20 care se calculează prin derivare sub 
- OV 1 — 2 


integrală. Se obţine F(y) = Zn +V1+y2) şi deci Z= F01) = T In(1 + D. 
2 


s [E capete a [since + Br as, [sina Be dx 
2 x 4 x 


şi folosind 
v 
=> 0>0 
Eine a 0, a=0 
ra i 
=, a<0 
7 < 
deducem 
0, a<ß 
i Tr 
fE cospa-âx = a? Gap 
a 
T a 
—, & 
2 >B 


6. În I= ja Va dx se face schimbarea x = ma şi se ajunge la 
e$ 


(L+ 
riž) i 
I=B 5,8-14) -113-1 `a 
4 4 n2) 4 (2j (4j 2 n of 


sin— 
4 


Pentru J = fere “2"dz se face xf = £ şi se ajunge la funcţia T. 


al 


: 1 x 
_7. Cu schimbarea sin?x = t se ajunge la I= zl ) 
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8. După verificarea condițiilor de derivare sub integrală obţinem: 
l IO) = - f2e-*tsinbxdx 
; v 
şi o integrare prin părți conduce la relația (b) = —2b1. 


Se obţine Kb) = io-s (folosind feds = k ). 
` 0 


9. f e"*dx este uniform convergentă în raport cu y pentru y 2 yọ > 2: Obţinem 
0 


œ b b œ 
ffrna fife Ydx)dy, 


de unde rezultatul. 


dr : T 
10. Se procedează analog exerciţiului 9 folosind exercițiul 3. Sa obține I= ze - a). 


LECȚIA A X-A 


MĂSURĂ ŞI INTEGRALĂ 


INTRODUCERE 


Această lecţie este consacrată prezentării primelor noţiuni de teoria măsurii. 
Este o lecţie ceva mai abstractă decît precedentele, din cauza gradului de 
generalitate al subiectului. Considerăm utilă această generalitate care, odată 
însuşită, deschide largi posibilități de aplicare (în teoria probabilităților, 
analiza Fourier, în studiul fractalilor etc.). Exemplul fundamental al măsurii 
Lebesgue în R” va fi analizat în lecţia următoare. 


1. Măsurabilitatea 


Pentru o mulţime nevidă fixată X vom nota cu P(X) mulţimea părților sale. 
Deci-sunt echivalente afirmaţiile: A e PX) şi AcĂ. 


“Definiţia X. 1. O submulțime A c PX), deci o colecție de părți ale lui X, se 
numeşte o - algebră pe X dacă: 

i) Xe 4; 

ii) Ac A» CAe 4; 

i (A Sir în A UA, e A 


Rezultă imediat şi următoarele proprietăţi: 

iv) Azx9, Be 4; i 
v) ABe A AUB,ANB,A-Be 4 

vi) (4,), şir în A> NA, e A. 


|. EXEMPLUL 1. P(X) este o o — algebră pe X. 


EXEMPLUL, 2. Dacă (4); e peste o familie de o — algebre pe X, atunci A = Q A 
te 
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2 


este o o = algebră pe X. 


TEOREMA X. 1. Fie Cc PX). Există şi este unică o o — algebră A pe X 
A ` 


astfel încît: 

1) Ce 4 | 

2) dacă B este o o — algebră pe X astfel încît Cc B, atunci Ac 8. 
| o — algebra A se numeşte o — algebra generată de C. 


DEMONSTRAȚIE. Fie (A); . z familia tuturor o — algebrelor pe X cu proprietatea 
că Cc A; Vie I (asemenea algebre există, de exemplu PW). Este suficient 
să luăm 4= N A. 


iel 


Definiția X. 2. Dacă A este o o — algebră pe X, perechea (X,A) se numeşte 
spațiu măsurabil, iar mulțimile din A mulțimi măsurabile (în X). 


Dacă nu este pericol de confuzie, spațiul mäsurabil (X,A) va fi notat X. 


Definiţia X. 3. Fie (X,A), (Y,8) spații măsurabile. O funcție f : X — Y se zice 
măsurabilă dacă pentru orice B e B, f (B) e A. 


TEOREMA X. 2. Compunerea a două funcții măsurabile este măsurabilă. 
Demonstrația este imediată. - A 


Definiţia X. 4. Fie x o mulţime. O submulțime Tc P(X) se numeşte 
topologie pe X dacă: 

i) Xe T 

ii) ABe T>AnBe Ñ% 


ii) pentru orice familie (4,); e z de elemente din 7, A = UA: este în T. 
EXEMPLUL 1. P(X) este o topologie pe X (numită topologia discretă). 


iel 


EXEMPLUL 2. Dacă (T); . y este o familie de topologii pe X, atunci T= [4 
este o topologie pe X. 
TEOREMA X. 3. Fie Cc PX). Există şi este unică o topologie Zpe X astfel 


încît: 
1) CER 


į Comentariu. Măsurabilitatea decrie în mod axiomatic cadrul " 


“natural al unei "geometrii" 
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2) Dacă Seste o topologie pe X astfel încît Cc S atunci Te S. Topologia 
Tse numeşte topologia generată de C | 
Demonstrația este similară cu cea a teoremei X. 1. 


Definiția X. 5. Dacă Teste o topologie pe X atunci perechea (X,7) se numeşte 
spațiu topologic, iar mulțimile din 7'se zic mulțimi deschise (în X). 


Dacă nu este pericol de confuzie, spațiul topologie (X,7) va fi notat X. 
Elementele unui spațiu topologic se zic puncte. 


À 
EXEMPLUL 1. Fie (X,d) un spațiu metric. Familia Ta mulțimilor deschise în 


X este o topologie pe X (conform teoremei III. 4). Aceasta este numită topologia 
canonică a unui spațiu metric. A 


În cele ce urmează, spaţiile metrice vor fi considerate spaţii topologice cu 
topologia canonică. 


EXEMPLUL 2. Fie X = R = [-00,+ce]. Considerăm pe R topologia generată de 


toate intervalele de tipul [-2,ß), (a,b), (0x,+ee], G,B,a,b e R. Se arată uşor că 
orice mulţime deschisă a acestei topologii se poate scrie ca reuniune 
numărabilă de intervale de tipul de mai sus. Pe de altă parte, mulțimile 

= N - . 
deschise în R conţinute în R stint exact mulțimile topologiei canonice a lui R 
ca spațiu metric cu distanța uzuală. l 


R va fi coñsiderat spațiu topologic, cu topologia descrisă în acest exemplu. 
N 


Definiția X. 6. Fie (X,7), (Y,S) spaţii topologice, 


i) o funcţie f : X — Y se zice continuă în punctul a e X dacă pentru orice 
Be S, Ra) e B există A e T a e A, A c fB). 


ii) f: X > Y se zice continuă dacă pentru orice B e S, FB) ET 


OBSERVAȚIE. Evident, f este continuă dacă şi numai dacă este continuă în 
orice punct din X. ` 


- TEOREMA X. 4. Compunerea a două funcții continue este continuă. 


Demonstrația este imediată. 


calitativ" al măsurării 
mulțimilor (intuitiv — arii ale mulțimilor plane, volume etc.). Topologia descrie cadrul 


foarte generale. Aceste structuri permit studiul funcțiilor 
măsurabile şi respectiv al funcţiilor continue. 


Pee 
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Definiţia X. 7. Fie (X, un spaţiu topologic. o — algebra generată de Tse 
numeşte o — algebra mulțimilor boreliene sau mai pe scurt  — algebra Borel 
pe X (după numele matematicianului francez E. BOREL, 1871 - 1956). 


EXEMPLUL 1. Într-un spaţiu topologic (X,7), complementarele mulțimilor 


deșchise se zic mulţimi închise. Orice mulţime închisă este boreliană. 


EXEMPLUL 2. În R intervalele (a,b), a,b e R sunt mulţimi boreliene. 


În cele ce urmează, vom întâlni în general următoarea situaţie. 


Definiţia X. 8. Fie (X,A) un spaţiu măsurabil şi (Y,7) un spaţiu topologic. O 
funcţie f:X— Y se zice măsurabilă dacă pentru orice mulţime Be T, 
fB) e A, deci f întoarce mulţimi deschise în mulţimi măsurabile. 


OBSERVAȚII. 1) Se poate arăta cu uşurinţă că în cazul definiţiei X. 8, f este 
măsurabilă dacă şi numai dacă f este măsurabilă în sensul definiţiei X. 3, 
dacă pe Y se consideră o — algebra mulțimilor boreliene. 

2) Rezultă imediat că dacă f : X — Y este măsurabilă şi g : Y — Z continuă 
atunci gof : X — Z este măsurabilă. 


EXEMPLU. Fie (X,A) un spațiu măsurabil şi f : X —> R. Se poate arăta că f este 
măsurabilă o fiat] e 4, Vaec ROfil-o,0)= le X |f) <a e A, 
ae R. ` 


. Urmărim stabilirea principalelor proprietăți algebrice ale funcțiilor 


măsurabile. Vom începe prin următoarea: 


TEOREMA X. 5. Fie (X,A) un spațiu măsurabil şi f= (ff): X > R, 
x» (fi(0)fa(x)), o funcţie. Atunci f este măsurabilă dacă şi numai dacă 
fifa : X > R sunt măsurabile. 


DEMONSTRAȚIE. Aşa cum am stabilit mai sus, R şi R? sunt spaţii topologice în 
mod natural. Dacă f este măsurabilă, atunci f}, fọ rezultă măsurabile folosind 
observaţia 2) de mai sus. ; E. ; 

Pentru demonstrarea implicației inverse, să observăm că orice mulțime 
deschisă din R? reuniunea numărabilă de dreptunghiuri deschise cu laturile 
paralele cu axele (produse carteziene 7} x I, de intervale deschise). Este deci 
suficient să arătăm că pentru orice astfel de dreptunghi 7, x Ip, f A x I) 
este măsurabilă în X. Dar 


F xd A DNA o), 


FO 1 FU) sunt măsurabile prin ipoteză şi A este o — algebră. 
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TEOREMA X. 6. 1) Dacă fg : X — R sunt mäsurabile atunci f + g, 
măsurabile. ` : 


2) Dacă fg : X > C sunt măsurabile atunci f +8, fg sunt măsurabile. 
3) A c X este măsurabilă dacă şi numai dacă funcţia sa caracteristică ' 


fe sunt 


1 xeA 
xal) = i 
ui 0 res 
este măsurabilă (A : X > R sau Xa: X — (0,1), {0,1} cu topologia discretă), 
DEMONSTRAȚIE. Pontru 1) totul rezultă din teorema precedentă şi din 
observaţia că funcţiile s : R? > R p:R>R (slx,y) =x + y, play) = xy) sunt 


continue. De exemplu fg măsurabile > h = (fe): XR? măsurabilă = 
soh = f + g măsurabilă. : f 


Pentru 2) se arată întîi că f este măsurabilă dacă şi numai dacă Ref, Imf 
sunt măsurabile (în fapt teorema X. 6) şi apoi se aplică 1). Ai i 
3) este o simplă verificare. 


Să studiem acum comportarea măsurabilităţii la trecerile la limită. Pentru 
aceasta să precizăm următoarele; 


Dacă (f,), este un şir de funcţii f,:X> R, definim funcţiile supf,, inff, 
í n n Gás 
lim supf,, lim inff,, că funcții X > R, prin: 


(supfn)(x) = sup(f(2); (inff, Xa) = inff) ; 
(limsupf, Xx) = lim sup(f„()) ; diminff, Xe) = lim inff (x), 


pentru orice x e X. Desigur Jim fn =f punctual dacă şi numai dacă : 
lim inff, = lim supf, = f. 
TEOREMA X. 7. Fie (f), un şir de funcţii măsurabile f, : X -> R. Atunci 


funcţiile SUpf,, A inff, » lim supf,, lim inff, sunt măsurabile. 


DEMONSTRAȚIE. Reamintim că pentru un şir (a,), în R, 


limsupa, = infsupa, , limi = i 
Pa, =misupa, , liniinfa, sup infa, , 
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deci este suficient să demonstrăm teorema pentru SUP, > inff, - Fie 
g = supf, . Pentru a e R avem 
n 
go, sed =Uf; a, +ed 
n 


deci g71(a,+%] este măsurabilă căci Torre] sunt mulţimi măsurabile Y n, 
deci şi reuniunea lor (familia find numărabilă). Conform Exemplului de după 


l definiția X: 8, g rezultă măsurabilă. Pentru inff, se foloseşte un raționament 


asemănător. 

COROLAR. Dacă lim f,=f punctual şi f, sunt măsurabile, atunci f este 
nos ` x 

măsurabilă. 


Definiţia X. 9. O funcţie s : X — [0,+c0) se numeşte simplă dacă s(X) este o 
mulţime finită, adică s are doar un număr finit de valori, pozitive. 


` OBSERVAȚIE. Dacă s este o funcţie simplă şi s(X) = (o...) atunci 


s=5 Oxa, unde A; = l e X | s(x) = 0), XA, find funcţia caracteristică a 
i=1 


mulțimii A; Este uşor de verificat că s este măsurabilă dacă şi numai dacă 
A-4 Sunt măsurabile. 


TEOREMA X. 8. Fie f : X-— [0,+oe] o funcţie măsurabilă. Există un şir (s,), 
de funcţii simple măsurabile astfel încît: 
1) (s,), este crescător (s, < Sp 4 p V n) 
2) lim s, =f (punctual). 
n= o 


(Deci f poate fi "aproximată" cu funcții simple). 


DEMONSTRAȚIE. Pentru n = 1,2,... şi 1 Si < n2”, definim 


9n i n 
n2 
tsd 
Sa = L XE, i t PXP, 
i=1 2 i 


Se arată cu uşurinţă că (s,), èste un şir crescător de funcţii simple 
măsurabile şi că s, > f punctual. (n adevăr, de exemplu, pentru x e X, dacă 
Ax) = +% atunci s,(x) = n pentru fiecare n = 1,2,... Dacă Ax) < + atunci de la 
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un rang încolo 
Os Ax) -s as L 
f 2n 
din modul de construcţie al şirului (5,7). Deci s œ) > Ax), Y x e X. 


Comentariu. Pentru orice experiență fixată (de exemplu, prezentarea la examen sau 
aruncarea cu zarul etc.), evenimentele asociate formează o o - algebră pe spaţiul X 
al evenimentelor elementare. În acest caz funcţiile măsurabile X-—R se numesc 
variabile aleatoare. Toate proprietăţile anterioare au loc pentru variabile aleatoare. 


Aşadar, o mărime & este o variabilă aleatoare e Y c € R, {<c} = {xe X | œ) <c} 
este un eveniment, > 


2. Măsura 


Definiţia X. 10. Fie (X,A) un spațiu măsurabil. O aplicaţie p : A — 10,+ce] se 
numeşte măsură pe X dacă 
1) (Ø) = 0; 


2) pentru orice şir (4,), în A, astfel încit.A, N A, = Ø pentru n + m, să rezulte 
KUAD = 5 mA). 
n 


Ultima proprietate se numeşte numărabil - aditivitate. 


OBSERVAȚIE. În ceea ce priveşte notația L H(A,), aceasta se consideră +oo 
n 


dacă cel puţin unul din termeni este +% (sau dacă seria este divergentă) şi 
reprezintă suma seriei respective dacă aceasta este convergentă (această 
convenţie coincide cu o aritmetică "naturală" în [0,+es] şi vom reveni). 


TEOREMA X. 9. Fie u o măsură pe (X,A). Atunci: 
1) Dacă A4, A, e A,A;n A; = Ø pentru i # j rezultă 


RA U a U Ap) E aA) +... + p(A,) 
(deci măsura este finit aditivă); 


2) A,B € A, A c B > p(A) < p(B). 


DEMONSTRAȚIE. 1) Se ia şirul Ap--Ån 0, Ø,... şi se aplică definiția măsurii. 
2) B = A U (B = A) şi se aplică finit aditivitatea demonstrată şi pozitivitatea 


< măsurii. 


: TEOREMA X. 10. Fie p o măsură pe (X,4). 


) Dacă (4), 3 este un şir în A, A, C Áy ce... C Å, e... atunci 
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p(UA,) = lim p(4,). 
n ne i 
2). Dacă (A,), > este un şir în A, A, D Á; >... DA, D.. şi p(Ap < +, atunci 
aNA,) = lim p(4,). 
n ne 
3) Pentru orice şir (A,), în A, 


RUA.) <Y n(4,) (subaditivitate). 


DEMONSTRAȚIE. 
1) Definim şirul 


B, = As, By = Ap Ay BA, +Å 


(B,), este un şir în Aşi B, n B, = Ø dacă n # m. În plus 


n-o 


UB, =UA, şi A, =B, U.U Bp 
Deci pUA,) = pUB,„) = DD u(8,), iar p(4,) = uB) +.. + p(B). Deci (p(A,)), 


este şirul de sume parțiale ale seriei E n(B,) şi se obține rezultatul. 
aE 
2) Se consideră şirul C, = A, - A, şi se aplică punctul precedent (atenţie la 


condiţia p(A, < +2 !). i Ș 
3) Trimitem la exerciţiul 4 al acestei lecţii. 


EXEMPLUL 1. Fie X o mulţime şi A = PX). Definim 


+œ dacă A este infinită 
cardA dacă A este finită 


Sa 
(card A “este numărul de elemente ale lui A). Se arată simplu că p este o 
măsură; p se numeşte măsura de numărare pe X. Deo importanţă 
deosebită este măsura de numărare pe N. Pentru moment să arătăm că 
folosind măsura de numărare pe N putem să dăm un exemplu care să 
justifice condiţia u(A.) < + în punctul 2) din teorema precedentă. Să luăm 
A, = (nn + 1,...). Evident, A, > A, a pentru orice n e N şi p(4,)= +%, Y n. 


Dar NA, =Ø şi deci 0 = p(NA,) =+ lim p(A,) = +. 
n n no 


u(A) = 


EXEMPLUL 2. Fie X o mulţime şi a e X. Luăm A = P(X) şi definim 


7 


3. Integrala 


1 dacă acA 
0 dacă agA’ 


Se verifică imediat că 5, este o măsură, numită măsura Dirac concentrată 
în "punctul" a (după numele marelui fizician englez P. DIRAC, 1902 — 1986). 


(A) = Acă. 


EXEMPLUL 3. Fie X o mulţime finită, nevidă şi A = PX). Definim 


ardA 
(4) = CEIA 
A PN card X 


Se verifică imediat că p este o măsură şi p(X) = 1. În fapt avem o variantă 
"relativă" a măsurii de numărare. Cititorii vor recunoaşte cu uşurinţă în 
acest exemplu modelul "clasic" al teoriei probabilităților discrete. 


Definiția X. 11. Dacă u este o măsură pe (X,A), atunci tripletul (XA) se 
numeşte spaţiu cu măsură. Un spaţiu cu măsură (X,An) cu (X) = 1 se- 


numeşte cîmp de probabilitate şi în acest caz măsura p se numeşte 
probabilitate. ` 


EXEMPLU. (X,P(X),ð,) din exemplul 2. de mai sus este un cîmp de probabilitate 
şi măsura Dirac este o probabilitate. 


Comentariu. Teoria probabilităților apare ca o parte a teoriei măsurii, 
problematică specifică, dar conceptual conținută în teoria măsurii. Aceast 
datorată lui A. N. KOLMOGOROV (1903 - 1987), 
fuùdament teoretic solid. 


o parte cu 
ă abordare, 
aşază teoria probabilităților pe un 


3. Integrala 


În (0,+<e] vom extinde adunarea şi înmulţirea punînd: 


a + (+0) = (+o) + a = +0, Va e [0,se] şi 


+œ dacă a>0 
0 dacă a=0 


Să remarcăm că, prin definiţie, 0-c = œ-0 = 0, convenţie pe care o vom adopta 
în cele ce urmează. Se verifică uşor că adunarea şi înmulţirea astfel extinse 


al +o) = ( +co)a = 


~. păstrează o serie de proprietăţi ca asociativitatea, comutativitatea ete. 


Fie acum (X,4,p) un spaţiu cu măsură, 


Definiţia X. 12. 1) Pentru orice funcţie simplă măsurabilă s : X — [0,%), 
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n 
s= Ð aka, definim integrala lui s pe X prin: | 
i=1 


[is = >) apl). 


(Qj, sunt valorile distincte ale lui 5). 
2) Pentru orice funcție măsurabilă f : X— [0,c), definim integrala lui f pe 
X prin: 


frin- supí |sdp, s simplă măsurabilă, s <f}. 


Este de remarcat că orice funcție măsurabilă pozitivă are integrală, aceasta 
putînd fi eventual +>. O observație evidentă arată că pentru funcții simple 
măsurabile, definițiile 1) şi 2) coincid. 

Vom stabili proprietățile cele mai importante ale integralei funcţiilor 
măsurabile pozitive şi apoi vom extinde definiţia la funcţii cu valori complexe. 


TEOREMA X. 11. 1) Fie fg : X — [0,+%] măsurabile, f < g; atunci 


fo < fean $ 


2) c & (Om), f: X > [0s] măsurabilă > fern na for. 


3)f=0 => f-o. 


4) Dacă u% = 0 > fro» =0, Vf: > [0,=] măsurabilă. 


Demonstrația este imediată. 


Definiția X. 13. Fie f: X — [Oce] măsurabilă şi A cX, Ae A (deci A 
măsurabilă). Definim integrala funcției f pe mulțimea A prin 


[fn - [fa dp. 
(ya este funcţia caracteristică a mulțimii A). 


n 
TEOREMA X. 12. Fie s = J o;x4, simplă măsurabilă. Să definim 
izt 


3. Integrala 239 


ọ(A)= |sdu, VAEA 


Atunci ọ : A — [0,ce] este o măsură. 


DEMONSTRAȚIE. ọ(Ø)= jsdp=0 evident. Fie A € A. Se observă imediat că 


Ø 


n 

fa = SD oa(ANA)). 

x i=1 

Să luăm un şir (E, în Acu E, n E, = Ø pentru k + p şi să punem E = UE,. 
k 


Avem 


i=1 k=0 


PE) =F aiu(ZN4 = F ap mana); 
i=1l i 


= pa 5 amla; N E,) = pai GORI 


=0i=l 
deci ọ este numărabil aditivă. 


COROLAR. Dacă s,t sunt funcții simple măsurabile, atunci 
fe +t)dp = fan + fian ; 


= 

DEMONSTRAȚIE. Fie s= x Xa t= > Bia, și Ej =A; NB, Este clar că 
i= j=1 

"fie + du = (a, + BE) = fsan + fian şi aplicăm teorema 


Ey 


X=yv E; 
precedentă: i 


TEOREMA X. 13. (teorema lui BEPPO Levi, 1875 - 1961, de convergenţă 


E monotonă). Fie (f,), un şir crescător de funcţii măsurabile fa: X > (0,+ee], 


fs n + 1 Pentru orice n, Fie f= lim f, (punctual). Atunci 
nao k 


lim |f„dn = ffan. 
X xX 


EMONSTRAŢIE. Să observăm că f: X -> [0,ce] este măsurabilă (corolar la 
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teorema X. 7). Pe de altă parte, şirul frann este crescător și fie 


o = lim [ăn „a e [0]. f 


Din relațiile: f, sf, Vne N, rezultă findus ffan Vne N de unde 
inegalitatea a s frän ; 
Pentru a dovedi şi inegalitatea inversă, să luăm 0<c¢<1.şi s simplă 
măsurabilă s < f. Să notăm ` 

l E, = lx € X; fœ) 2 cs), n = 1,2. 


Se observă că E, c Ep41 Y7 = 1,2,... şi X= YE, . Avem 


fruda [duze fsan, n = 1,2,... 
Aplicînd teorema X. 12, 


lim |sdpu = fsan şi deci azc fsd „0 <c < 1. Deducem az [său Vs<f,s 
no 
simplă măsurabilă şi folosind definiția integralei, a> ffan. În definitiv 


g= fron şi teorema este demonstrată. 


OBSERVAȚIE. Forța teoremei constă în faptul că s-a presupus că f, >f 
punctual (şi nu uniform). 


` Teorema X. 14. Fie f,:X — [0], ne N, un şir de funcţii măsurabile. 
Definim fx) =$ f (x), x e X, f: X > [0,5]. Atunci 


j [ren=% [fran sau (E fdan -F fn. 


i 
DEMONSTRAȚIE. Să arătăm mai întîi că dacă fy h: X —> [0] sunt 
măsurabile, atunci - 
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fa + fân = faa + [fun 


În adevăr, fie (conform teoremei X. 8) şiruri de funcţii simple măsurabile (s,), 
Cn) crescătoare astfel încât s, 2 fa, £, 7 fa. Atunci Sattar fi+fşi 


fe + t)dp = fonda faan, VneN. 
Aplicînd teorema X. 13, obținem . 
fi + fu = |n + foi ; 


Trecînd la demonstrația propriu-zisă, şirul sumelor parțiale Ss, = fo + fit + fi 
este crescător către f şi 


m 


n 
fonan -£ fran 
. k20 


` { 
şi se aplică încă o dată teorema X. 13. 


TEOREMA X. 15. (lema lui L. P. J. FATOU, 1878 -1929). Fie Fn un şir de 
funcţii măsurabile f, : X — [0,e]. Atunci 


f (liminff,)dy < liminf fr dp. 


DEMONSTRAȚIE. Punem 8n = ffy pentru fiecare n. Avem 8 Sf, Yn şi 


En? Jim inff, (g, tinde crescător). Folosind teorema de convergență monotonă, 
tim f ndy = [limin an şi lema lui Fatou rezultă. 
n ce. 


Definiția X. 14. Definim 


Lip) =f:X— C, Fmăsurabilă şi f |Flă < +o} 


- Și numim funcțiile din Lan) integrabile (în sensul Lebesgue) pe X. 


EXEMPLU. Dacă p(X) < +œ, orice funcţie măsurabilă şi mărginită este 
imtegrabilă. 
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Fie A : X > R. Definim h* = max (h,0) şi h” = -min (h,0). Este evident că dacă 
h este măsurabilă, atunci h* şi h” sunt măsurabile. Avem h =h* — h™ şi 
[h| = h* + h7 Qi : X > (0,0). 


Definiția X. 15. Fief e Lim) „f= u + iv, u = Ref, v = Imf. Definim integrala 


lui f pe X prin: fra» = [ur an - ju an + i for an - i [o an . Deci [fine C. Se 
verifică uşor că f "dp, fe "du, f "du, f -dp sunt numere reale (finite), din 


condiția fia dp < +o. 


TEOREMA X. 16. (liniaritatea integralei). Dacă fg e Li) şi «Bec, 


atunci af+ Bg e Lta) şi [(af+ pe)ău =a [fän +B [gdu , deci Lt) este un 


C - spaţiu vectorial şi aplicaţia f> [ru este C -~ liniară. 


- DEMONSTRAȚIE. Vom demonstra doar cazul «= f = 1 şi fg cu valori reale, 
cazul general deducîndu-se apoi cu uşurinţă (vezi şi teorema X. 11). Fie 
h=f+g. Avem h* -h =f -f +g*-g sauh +f +g =f +g +h. 
Deducem (teorema X. 14) 


fa'a + ffan + fardu = ffan A aan + [n-au 
X X X X X X 
şi regrupînd termenii, 
[nau - fhan- ffan- [fran + farde- Je-ap; 
X X X X X X 
conform definiției, 


fhan = [fan + fsan. 
X X X 


OBSERVAȚIE. Se arată uşor că dacă fe L ap) , atunci 


ifleL}@) şi | [fanis fizian. 
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TEOREMA X. 17. (teorema lui Lebesgue de convergenţă dominată). Fie 
(Fan un şir de funcţii măsurabile fa: X > C astfel încât să existe ge Lan) cu 


| 
AC <a), Vvne N, Yxe X şi f, > f punctual. Atunci fe Li) şi 

lim fr- fran. 

nao 
DEMONSTRAȚIE. Funcția f este măsurabilă ca limită de funcții măsurabile şi 


cum |f|<g, rezultă că fe Lip). Mai mult, din £,-7|s2g, Yne N, 


şirului 2g — |f, — f| i se poate aplica lema lui Fatou. Obţinem 
[oaân slimint [og - If, Ph - [zen 3 timsup If, la. 
Dar [esan eR şi deci imstp |f, -f|dp=0, de unde rezultă 


tim fif, -f|dp =0. Dar 
no S 


1 
. | [a -Panis fif, -fld 
de unde concluzia 
lim ff dp = fran =, f lim fân. 
noo, no 
OBSERVAȚIE. Forţa teoremei constă în faptul că f, >f punctual (şi nu 
uniform). 


Vom da o aplicaţie a acestei teoreme la continuitatea integralei Lebesgue cu 
parametru: 


TEOREMA X. 18. Fie I c R un interval nevid în Rşif: X xI > R astfel încît: 
y: 


-i) funcția x » fx,t) este măsurabilă, Vie I; 


ü) există g:X—R,ge Lyu) astfel încît |Ax,t)| < g(), YtelLxe X; 
iii) aplicația ż = Ax,t) este continuă, V x € X. 
Atunci funcția F : I — R definită de 


FU = [fenai . 
LA 


este continuă pe 7 (am scris dy(x) pentru a accentua că măsura este pe X). 


DEMONSTRAȚIE. F este corect definită (condiţia îi). Luăm Y a e I şi (tp) 


nd UN şir 
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în, i, > a. Atunci Rx t,) > fixa) pentru orice x e X (conform iii). Putem aplica 
teorema de convergență dominată şi rezultă că 


Fe) = astă 3 Rasa =Fla). 
De aici rezultă continuitatea lui F în a. 
Definiţia X. 16. O proprietate P despre punctele unui spaţiu cu măsură 
(X, Ap) are loc aproape peste tot (a.p.t.) dacă există A e A, p(4)=0 şi P 


este adevărată pe X — A. 


EXEMPLU. Dacă fg:X — C sunt măsurabile, rezultă că f=g apt. dacă 
pile X |Ax)z go) = 0. Relaţia f= g a.pii. este o relație de echivalență şi 


dacă fg e Lin) şi f=g a.p.t., atunci ffan = fean A 


OBSERVAȚIE. Fie f: X => [0] măsurabilă şi [pan =0. Atunci f = 0 apt. (În 


adevăr, dacă A, = tx eX | fx)> 4, n = 1,2,..., atunci rezultă 
£ n 


Ipa, 1 fans [ran 
n n 


deci p(A,) = 0, iar le X; fx) > 0} =UA, ). 


4. 10 exerciţii 


1. Fie X o mulţime şi A c X. Să se determine o — algebra şi topologia-generate de (A). 


2. Fie A o o — algebră pe X şi (A,), un şir în A. Să se arate că există un şir 6, ), în 
A, B, © Bm =Ø, n + m astfel încît UB, =UA,. 


3. Fie (X,D) un spaţiu topologie. Mulţimile care sunt reuniuni numărabile de închişi se 
zic de tip Fẹ, iar mulțimile intersecţii numărabile de deschişi se zic de tip Gg. Să se 


arate că mulțimile de tip F, sau G; sunt boreliene şi că un interval semideschis 
la,b) c R este atît F cât şi Gy 


4. Fie (X, A,n) un spațiu cu măsură. Să se arate că pentru orice şir (4,) în a 


nin 


2. Se pune B = Ap, Bu = Ap — ApU..UA 
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RUA) SS pa). 
R 
5. Fie (X, PX,5,) cîmpul de probabilitate cu a e X şi 5, măsura Dirac concentrată în 


a. Să se determine mulţimea Lua ) şi pentru f e Li ) să se calculeze ffos 


6. Fie (NP(X),u) unde p este măsura de numărare. Să se determine Li) şi pentru 
fe Lip) să se calculeze fo g 


' 


mu Z 0 pentru orice m,n. Folosind 
otonă, să se arate că 


D 3 Omu = xi È amn- 


m-0 n- n-0 m- 


7. Fie (a, n)mn e n Un şir dublu (indexat cu N x N), a 
exercițiul precedent şi teorema de convergenţă mon 


8. Fie (X,A,p) un spaţiu cu măsură şi f: X — (0,«] măsurabilă. Să se arate că funcţia 


9: A> 10], (E) = [fan este o măsură pe 4 şi pentru orice 8: X > [0,0] 


măsurabilă f% = [erau A j 


9. Să se arate că fe L) > |fle Lip) şi frants fizian. 


10. Să se dea un exemplu în care-în lema lui Fatou să avem inegalitate strictă 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI- 
1. 0 — algebra este {Ø, A, X ~ A, X} iar topologia (3, A, X}. 


n- 1) 7> 0 ete. 


3. la,b)= U [a,b - I-a - A Lp). 


4. Folosind exerciţiul 2, UB, =UA,, aB, < (A), V n, etc, 
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5. Este imediat de arătat că LLa) ={[f:X—> O şi fia =fla). Deci integrala în 


raport cu măsura Dirac concentrată în punctul a este "evaluarea" în a. 
S : 2i = l 
î lţimea şirurilor (a,), în C astfe 
1p) =(f:N>G; An)| < sau în definitiv mu 
6. LD = F:N 22 i 


încît F ja l<% (se notează de obicei La(5)=I4). Se arată că fan= 5 Aw]. 
i ~ 
7 l 
Pentru demonstrație se consideră cazul funcțiilor pozitive (deci reale şi > 0) 
f: N = [0,%). Se consideră un şir de funcții simple de forma 


F m) msn 
San) = 0 mən i 
Se arată că s, ~ f şi se foloseşte teorema de convergenţă monotoni; geai general died 
reduce imediat la cazul funcțiilor pozitive despărțind în parte reală, parte imag; 


şi funcțiile cu valori reale h în k* — h” ete. 


7. Se foloseşte exercițiul precedent şi teorema de convergenţă monotonă (desigur şi 
demonstrații elementare, fără teoria măsurii, pot fi date). 


8. Pentru A = UA p, A, NA =Ø, nam, sa f=S Xa,f şi se integrează termen cu 


m 
termen etc. Pentru [eco = feron se porneşte cu g funcție caracteristică, se trece apoi 


la funcţii simple, apoi la funcţii măsurabile pozitive cu teorema de convergenţă 
monotonă etc. 


9. f măsurabilă = |f| măsurabilă căci | | : R —.[0,<) este o funcţie continuă etc. 
10. Luăm (N, PX),n), n măsura de numărare şi A = (0), p(A) = 1. Punem 


In par etc. 
fa bo n impar 


Y n par 
SA PAE him inff, =0, [ia 
L-x4 n impar ">> 


„ "complicate" cu mulţimi simple. 


(evident este o mulţime compactă în RE). 
{> este un paralelipiped. Pentru cazurile k 
i. forţată, dar se urmăreşte o terminologie unitară. 


LECŢIA A XI-A 


MĂSURA LEBESGUE ÎN RE. SPAȚII Z? 


INTRODUCERE 


Vom prezenta în această lecţie construcţia măsurii Lebesgue în R$, extinzînd. 
intuițiile noastre relativ la arii plane, volume în spațiu, lungimi, hipervolume, 
eic. Totodată rezultă, în mod natural, o teorie a integrării anumitor funcţii pe 
anumite mulţimi din RE. Vom încheia cu o descriere succintă a spaţiilor ZP, 
-importante în Analiză, dar şi ca prototip al unor spaţii de funcţii interesîndu-l 


pe inginer (de exemplu Lu este spaţiul semnalelor de energie finită 
restrînse la intervalul de timp la,b]). K 


1. Măsura Lebesgue în RE 


Din mai multe moduri de construcție a măsurii Lebesgue în R*, am ales pe cel 
ce pare mai intuitiv. Ideea de bază este construcția treptată a măsurii prin 
"aproximare": se porneşte de la mulţimi "simple" şi se aproximează mulțimile 


Să notăm < pentru < sau <. Un paralelipiped în R* este o mulţime de 
forma P = (x = (ase) | a; <x; <b; i= 1k, a; S b, a; b; € R} În definitiv 
un paralelipiped este un produs cartezian de intervale mărginite. Dacă toate 
inegalitățile sînt stricte paralelipipedul se z 


ice deschis (el. este o mulțime 
deschisă în RF) iar dacă toate inegalităţile sunt <, paralelipipedul este închis 


Să observăm că mulţimea vidă 
= 1,2 denumirea de paralelipiped pare 


Definiţia XI. 1. Dacă P este un 


paralelipiped în RE, ca mai sus, se defineşte 
măsura sa prin 


k 
UP) =J] &;-ap. 
izi ; 
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Să observăm că mulţimea vidă are măsura 0 (zero) şi aceeaşi măsură o au - 


mulțimile reduse la un punct. Pentru k= 1 măsura este lungimea 
intervalului, pentru k = 2 aria dreptunghiului iar pentru k = 3 volumul 
paralelipipedului (pentru k = 1 paralelipipedele suni intervale, pentru k = 2 
dreptunghiuri, etc.). 


OBSERVAȚIE. Se arată cu uşurinţă că dacă P=P.U...U P, disjuncte două 


n 

cîte două, atunci p(P) = È u(P;). In ceea ce urmează, vom întîlni de mai 
isi 

multe ori afirmaţii ce par evidente intuitiv dar care necesită demonstraţie 

(uneori laborioasă). În general nu vom intra în detalii dar este important şi 

util ca însuşi cititorul să încerce să "formalizeze" aceste intuiţii "evidente". 


Definiţia XI. 2. Se numeşte mulţime elementară în R? orice mulţime care 
este reuniune finită de paralelipipede disjuncte două cîte două. Vom nota cu 
Z clasa mulțimilor elementare în RE. Deci A e Zdacă A = P} U.. U Pha cU P; 
paralelipipede astfel încît i +j să implice P; n P; = Ø. 

Pentru o mulțime elémentară A, definim măsura ei ca 


n ; 
p(4)= F uP) , unde A = P} U.U Pp 
iza 
paralelipipedele fiind disjuncte două cîte două. Pentru ca definiţia măsurii 
mulțimilor elementare să fie corectă, se arată fără dificultate că dacă 
A = PU. P, = PU. P’ (două descompuneri în paralelipipede disjuncte 
două cîte două), atunci . - 


p(4)= E eP) =E nP). 
i=1 4st 


OBSERVAȚIE. Orice paralelipiped este mulțime elementară şi măsura sa ca 
paralelipiped coincide cu măsura sa ca mulţime elementară. În continuare să 
observăm că dacă A,B e Zatunci AUB,A-B,AnBe şi pentru orice 
A e şi orice e > 0 există F,G e &, F închisă şi G deschisă, astfel încît 


FPceAcG şi u(G)- e <p(A)sp(F)+ e 


(ultima proprietate mai poartă numele de regularitate). Desigur orice 
mulţime elementară este mărginită şi în proprietatea de regularitate, F este 
chiar compactă. În acest mod s-a efectuat o primă extensie: de la măsurarea 
paralelipipedelor s-a trecut la măsurarea mulțimilor elementare, pe care le 
putem gîndi ca fiind "construite" din paralelipipede. Funcţia p : &— [0,co) are 
proprietatea de finit aditivitate şi de finit subaditivitate, adică: 


l UA -Epa 
i= i=1 


dacă AA, € € sunt disjuncte două cîte două şi 
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Bi 


w cs 


în 
B)< J p(B;) pentru orice B,,...B, e £ 
j=1 


j=1 


Următorul pas în construcția măsurii Lebesgue este.mai puțin intuitiv şi 
înseamnă construcția unei măsuri exterioare pe RE. În general, se numeşte 
măsură exterioară pe o mulţime x orice funcție p“ : PX) > [0,] cu 
pu (Ø) = 0, y (A) < y (B) dacă A c B şi p” numărabil subaditivă (adică 
P UA) na), 
n=1 1 


pentru orice şir (4), de părţi ale lui X). 


Definiţia XI. 3. Pentru orice E c RE, definim p*(£) = inff p(4,„) unde inf se 
i Dra. 


ia după toate şirurile (An de mulţimi elementare deschise astfel încît 
EcUA,. Intuitiv se "aproximează" dinspre exterior mulțimile cu reuniuni 


numărabile. de mulțimi elementare deschise. Este lim: ă î iti 
; . pede că în defin: 
pot folosi doar paralelipipede deschise. efiniţie se 


TEOREMA XI. 1. p” este o măsură exterioară pe RE şi Plaza. 


DEMONSTRAȚIE. Este clar că u'(B)e [0], VECR si * 
N car 4 sol, şi că p (Ø)=0. Se 
observă că E, cE, implică pÆ) < p*E,). Pentru a arăta numărabil 


subaditivitatea, fie E =UE. Dacă există n cu u'“(£,) = nu este nimic de > 


demonstrat aşa că putem presupune n E,) < %, Y n. Fie e > 0. Pentru fiecare 


n există un şir (A„p)} cu E, CUAn, > Anp elementare deschise şi 


X (Ap) Sp*(E,) + Š (proprietatea marginii inferioare). 
p= 7 i 


Atunci (Anp) este o familie numărabilă de mulţimi elementare deschise 


Ec U Arp şi avem 


nEs}, L Anp) $ D PE tE; 
-a P . n=l 


"Cum e > 0 este arbitrar, deducem 


ps wE. 
- 1 


n= 


entru a arăta că p'| z=h, luăm A e Æ Y e >0, rezultă din proprietatea 
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de regularitate că există G deschisă, G e & cu p(G) < p(A) + e, G DA. Deci 
este evident că p“) < p(G) < pA) +e, de unde cum e era arbitrar, 
p*(A) < p(A). Pentru a dovedi inegalitatea contrară se consideră pentru £ > 0 


şi AcUA„, A, deschişi elementari astfel încît SpA) spre. Din 
1 


regularitate găsim un compact elementar F cu p(F) > p(A) - e, F c A. Cum F 
este compact; F c A; U ... U Ay cu N convenabil şi deci . 


N 
p(A)<p(P) + es E pA) +e SpA) + 2e. 


n=1 
Deoarece £ > 0 este arbitrar, rezultă că p(A) < pA). 


PTN 


Al treilea pas în construcție este de a pune în evidenţă o o ~ algebră "cît mai 
mare" pe care p” să fie o măsură (deci numărabil aditivă). Acest lucru se 
poate face prin următorul procedeu de "aproximație": 

Pentru A,B c RË, notăm A A B = (A - B) ù (B - A), diferența simetrică a 
mulțimilor A şi B şi scriem A, — A dacă p*(A, AA) — 0 pentru (A,), şir de 

4 ns 
părţi în RE. Se defineşte 
Mp) = [A c R | I (App An € 8, Y n ṣi A, >A} 


PA k 22 si 
Mp) =(EcR | E= „En „EE Min). 
Rezultatul fundamental este: 


TEOREMA XI. 2. My) este o o — algebră pe R* şi pi aq, este o măsură 
(numită măsura Lebesgue pe RE). 


DEMONSTRAȚIE. Se arată că dacă A, >A, B, > B atunci A, UB, > A U B, 
A, ^B, >A AB, A, - B, >A - B (exerciţiul 1). Deci A,B e Min) implică 
AUB,ANB,A -Bîn Mi) (căci clasa mulțimilor elementare & este închisă 
la reuniuni finite, intersecţii finite şi diferenţe de mulţimi). Mai mult, dacă 
Ae Min) atunci pi (A) < ce. În adevăr, In“, - p(A)| < wA, A A) (exercițiul 
2) de unde p'(4,) > p'(4) şi deci p*(A) < œ dacă p'(A, A A) > 0. Să observăm 
că dacă A,,B, e avem 
u*(A) + p*(B) = (AUB) + p*(ANB) 

căci p este finit aditivă pe & şi A, U B,=4, Y (@B,-4,) ia 
B, = (An O Ba) OB, - Apn). i 
Luînd A, > A şi B, > B, obţinem 

` p*(4) + p*{B) = p*(AUB) + p*(ANB) , 
pentru orice A,B e Min); în particular dacă A ^ B =Ø, cum p(9)=0 
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deducem că p” este finit aditivă pe Min. 


Fie A e My), A= VA, cu A, € Min). Putem presupune A, disjuncte două cîte 
două (căci My) este "închis" la reuniuni finite şi diferenţe). 


ADAU... UA, = p(A)>p(A.U...UA,) = pA) + + p*(A,„) 


deci, în definitiv, p*(4) > E p*(A,). 


n=l 


Dar din subaditivitate avem şi 


wA pA) deci pA) E pAn) 
n=1 n=1 
dacă A e Mp) şi A, e Mp), Vn, disjuncte două cîte două. 
Se poate arăta că A e Mp) dacă şi numai dacă A e Mp) şi n"(A) < « (ceea 
ce justifică notația Mp); cu indicele f de la finit), 


În adevăr, o implicaţie este banală, iar dacă A = UA, p*(A) << ca mai sus, se 
i i 


poate arăta uşor că notînd B, =A,U... VA, B,e Mp) şi B, > A, de unde 
cum fiecare B, este "limita" unui şir de mulţimi elementare, deducem că A 
este limita unui şir de mulţimi elementare şi deci A e Man). 


Fie acum A=UA,, A, E Miu), disjuncte două cîte două. Sunt două 


i posibilităţi: sau există n e N cu pA) = +, caz în care în mod evident 
` p(A)= L p"A,), sau pentru orice n e N, nA) < +, caz în care egalitatea 
a . 
E p(A)= L u"(A,) a fost demonstrată mai sus. 
n=1 
1 În definitiv, p” este numărabil aditivă pe Mep). 
:Verificarea faptului că Mp) este o o - algebră nu prezintă nici o dificultate. 
i adevăr, Ø e Mp), iar R este reuniune numărabilă de paralelipipede 
“deschise. Este clar din definiţia lui Mu) că reuniuni numărabile de mulţimi 


in Mu) se află în Mu). Dacă A e Mp) scriem A -UA, cu A, e Min) şi 
1 


` k m m a i 
em R? = UPA „cu P, paralelipipede, Rt -A UP, -A) şi P, -A e Min) etc. 


om pune în evidenţă proprietăţile fundamentale ale măsurii Lebesgue mai 
Hs construite, proprietăţi deseori utilizate în aplicaţii. Nu vom insista asupra 
emonstraţiilor amănunțite ale acestor rezultate. Vom nota a] My) Prin u 
ar mulțimile din Mlp) vor fi numite mulţimi măsurabile REA i 
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1. Dacă A este o mulţime deschisă în RY, atunci A e Mp). În adevăr, 
mulțimile deschise sunt reuniuni numărabile de paralelipipede deschise. 
Rezultă că Mu) fiind o o — algebră, ea conţine toate mulțimile boreliene ale 
lui RE (cea mai mică o - algebră generată de deschişii lui Rt). În particular, 
mulțimile închise sunt măsurabile Lebesgue. Mai mult, pentru orice mulţime 
compactă K c RP, p(K) < +o. 


2. Dacă A e My), atunci Vs > 0 există o mulțime închisă F şi o mulțime 
deschisă G, F c Ac G astfel încît u(G - A) < e, p(A - F) < e (regularitate). 
În adevăr, pentru G folosim definiţia măsurii (exterioare) şi pentru F prin 
trecere la complementară. Mai mult avem: 


3. Pentru orice A e Mp), u(4) = infin(G) | GA, G deschisă) şi 
G 
p(A) = supiu(K) | KcA, Kmulţime compactă). 
K 


Pentru ultima proprietate observăm că RE =UK, cu K, compacte. 
A 


Deci pentru orice mulțime închisă F, avem F=U(K,NF) şi K,NF sunt 
n 
compacte. Şirul F, = (K, U...U K,) O F este un şir crescător de mulţimi 
compacte şi F =UF, . Din proprietăţile generale ale măsurii (lecţia a X - a), 
n 


deducem lim u(F,) = n(F).. Deci măsura mulțimilor închise se poate aproxima 
n se 


cu măsura mulțimilor compacte conţinute. 


Folosind proprietatea 2 
(aproximarea cu mulţimi. incluse), deducem É . 


p(A) = sup (NO |KcA,K “mulţime compactă}. 


4. Dacă E c A,A e Moa) şi p(A) = 0 atunci E e Mp) şi p(£) = 0 (se mai spune 
că măsura Lebesgue este completă). k 

Este suficient să arătăm că dacă E c R? şi pŒ) = 0 atunci E e Mp). 
Pentru aceasta, fie (A,), un şir de mulţimi elementare astfel încît seria 


J n(4,) să conveargă. Avem 

pA, A E) = p((A, - E)U(E -A,))<p(A,) + p*(E) = p* (Ap) 
deci p™(A, A E) > 0, dacă E e Mlp). 
5. Pentru A c RË şi x e R? definim A + x = fa +x | a e A}. Măsura Lebesgue 


are proprietatea de a fi invariantă la translații, în sensul că dacă A e Mp) 
şi x e RÝ, atunci A + x e Mp) şi p(A) = p(A + x). 
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Demonstrația începe cu A paralelipiped (unde proprietatea este clară) şi apoi 
se extinde la mulțimile generale din Moa). 


Comentariu. Mulţimile utilizate curent din R? 
destul de dificil de a da un exem: 
trimitem la exerciţiul 3. 


sunt măsurabile Lebesgue şi este 
plu de mulţime nemăsurabilă. Pentru aceasta 


Vom numi integrala în raport cu măsura Lebesgue, integrala Lebesgue. 


Să observăm că pentru orice X c pR? cu proprietatea Xe Myu) putem ' 
considera o - algebra pe X notată Main), formată din mulțimile A e Mp) cu 
Acx. În mod evident, CX Map), Lacu) este un spaţiu: cu măsură. În 
particular, pentru orite mulţime compactă X c Ri, (X, Mann] May) este un 
spaţiu cu măsură finită, În particular, orice funcţie măsurabilă şi mărginită 
pe un compact X cR este integrabilă (deci în Li) în raport cu măsura 
Lebesgue. In consecinţă, orice funcţie continuă pe un compact din R? este 
integrabilă. 
În cazul particular k = 1 şi X= [a,b], avem două "i "i 

l al d], integrale" — int 
Riemann şi integrala Lebesgue. Are loc i ză 


TEOREMA RI. 3. Dacă f este integrabilă Riemann pe la,b], atunci f este 
integrabilă Lebesgue pe [a,b] şi integralele coincid. 


o b 
Dacă notăm, integrala Riemann, pentru moment, cu R ffar iar integrala 


a 


; b 
Lebesgue f ran cu: ffas, avem de arătat că fe Ry implică fe Li a) 
[a,b] a . 4 i 


ë b 
şi R [fax = [pax. 


i DEMONSTRAȚIE. Fie deci f € Ram Şi (Va) un şir de diviziuni astfel încât v 41 


rafinează v, pentru orice k, normele tinzînd la 0. Dacă v, este 
by fè 


e C= Zo < Xa <.. < Xp = b, se definesc funcţiile S, şi s, astfel: 


Su Ra), x =a ; 
(00) = - PS 
Mi xeli pxl i=l,’ Miz ie cal 
sla) fa), x=a R 
pă) = i x = i 
Mi xel pi] i=l, n? Pi ant je 
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b 


b | | 
În mod clar, Svp, P = [Suax > S(v»f) = |sydx (notaţiile de la lecţia a VIII-a) 


a 


şi S1() 3 Sf)... 2 Pa) > ...2 sal) 2 sala) e [a,b]. Să notăm St) = lim Sue) 


b 
şi s(x) = lim s,(x) pentru e [a,b]. Din faptul că f e Rap SVP >, R fr dx, 
ko -u 


i ; . Yi . 
stvf) -> R ff dx . Aplicînd teorema de convergenţă dominantă Qecția a X-a) 
mA 
a 


b b b b 
[Suax— [Sax şi [sax sdx 
a a a a 


deci în definitiv 
b 
[sas 2 fik: =R [fax. 
a a a 


Deducem S = s a.p.t. şi cum slx) < Ax) < S(x) pentru orice x e la,b], rezultă 
s=f=S a.put. S şi s fiind măsurabile, deducem că f este măsurabilă şi 


b b b b 
% = [sdz =R fax, 
frè [sa Jose Rf 


ceea ce termină demonstrația. 


Pentru a vedea că integrala Lebesgue este efectiv mai generală decît integrala 
Riemann să considerăm următorul exemplu. 


; 0, x irațional 
EXEMPLUL 1. Să considerăm pe [a,b], a < b funcția’ fx) = i eration 
ă ă ilă funcţia caracteristică a unei 

Este clar că f este măsurabilă pe [a,b] (este n 
mulțimi numărabile deci măsurabile Lebesgue). Măsura etn [a,b] este 
finită (b - a) şi f măsurabilă şi mărginită. Deci fe L tea) (este i 
integrabilă Lebesgue!). Mai mult, cum măsura unei mulţimi numărabile este 


ý . 3 =% 
0, deducem pax = 0 (integrala Lebesgue). Se ştie însă că f nu este integrabilă i 
a 


Riemann (fiind discontinuă în orice punct). . 
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Comentariu. Se poate arăta că dacă o funcţie f : (a,b) > R este local integrabilă (în 
b 
Í fdx este absolut convergentă, atunci 


fe It în raport cu măsura Lebesgue. O oarecare neconcordanţă în acest tip de 
rezultate o aduc integralele improprii care nu sunt absolut convergente (exemplu tipic: 


sens Riemann) şi integrala (Riemann) improprie 


f. Stat), Din definiția integralei Lebesgue rezultă că integrabilitatea Lebesgue este 

d 

o "absolut" integrabilitate şi deci funcția po = Bit pe [0,ce) nu este integrabilă 
A 

Lebesgue. 


Pentru "calculul" integralelor Lebesgue în spiritul formulei Leibniz — Newton 
există rezultate deosebit de frumoase dar a căror demonstraţie depăşeşte 
cadrul acestei cărţi. Ne vom limita la a enunţa două rezultate în acest sens 


b 
-~ (fără demonstrație). Pentru a preciza notația vom folosi fat pentru integrala 
a 


Lebesgue pe [a,b] (dt fiind notația pentru măsura dp). 


TEOREMA XI. 4. Dacă f este integrabilă Lebesgue pe [a,b] c R, atunci 


| Pi i i 

; funcţia F(x) = ffa este derivabilă aproape peste tot pe [a,b] şi F(x) = Ax) 
; a : ` 

„aproape peste tot. 


i. O funcţie f : [a,b] > R se zice absolut continuă pe [a,b] dacă pentru orice 
| e >.0 există 6 >0 astfel încît pentru orice mulţime de intervale disjuncte 


at n 
E două cîte două (a,b), k = 1...n satisfăcînd condiţia 


E 


(By -ap)<5, să 
= 


[rezulte D Ab) -Aal <e. Un exemplu important de funcţie absolut 
E: k=1 


x 
ontinuă îl constituie funcţia F(x) = fi fdt pentru f integrabilă Lebesgue pe 
a 


` 


EOREMA XI. 5. Dacă G : [a,bl > R este absolut continuă, atunci G este 
ẹrivabilă a.p.t, G' = g este integrabilă Lebesgue pe [a,b] şi 
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b 
Í gdt = Gb) - Gla). 
a 


OBSERVAŢIE. Deşi g este definită ap.t., sensul integrabilităţii sale este 
următorul: se prelungeşte g la [a,b] cu valoarea 0 în punctele în care nu este 
definită şi funcţia astfel obținută este integrabilă Lebesgue etc. 


2. Teorema lui Fubini. Schimbarea de variabilă 


Fie (Rt, Mp) n),. (RP, MOA),A), (RP, Mv)v), spaţiile RE (respectiv RP, R*+?) cu 
măsurile Lebesgue construite în paragraful precedent şi p, A, v* măsurile 
exterioare corespunzătoare. Vom identifica în mod natural Rê x RP cu REY, 


Să definim (p* x À*E) = inf p*(ADA*(B;) pentru E c R" şi inf este luat 
- E 


după toate şirurile (A); (B;); A; c RÉ, B; c W V i, astfel încît E cUA; x B;. 


TEOREMA XI. 6.1) p” x A este o măsură exterioară pe Rè ṣi p° x X =v 
(măsura exterioară pe R** este "produsul" măsurilor exterioare pe R? şi RP). 
2) Dacă A e Mo), Be MA) atunci A x B e Mov) şi v(A x B) = p(A)A(B). 

Mai general teorema funcţionează şi pentru X c R}, Y c R, X x Y c R*, cu 


xex, f: Y—'C, dată de f0) = xy). 


TEOREMA XI. 7. (G. FUBINI, 1870-1943). a) Fie f : Rt — [0,<) măsurabilă. 
Pentru aproape, toate punctele x e RE, f, este măsurabilă pe RP (măsura 


R pèr 


Desigur avem un rezultat analog schimbînd R* cu R. 


f 


b) Fie f : REP — C măsurabilă şi ọ*(x) = fifa. Dacă foran <œ, atunci 
Re Re 

este integrabilă Lebesgue pe R**P, 

c) Dacă f este integrabilă Lebesgue pe R*™, atunci f, este integrabilă 


R” 


aproape peste tot este integrabilă Lebesgue pe R? şi avem 


măsurile Lebesgue incluse corespunzătoare. Vom nota pentru f : X x Y > Cşi 


|. EXEMPLUL 2. Fie [a,b], [c,d 

+ continuă. Atunci f este integrabilă Lebesgue şi 

Lebesgue). Funcţia ọ(x) = fra este măsurabilă pe R* şi fodp= f Fov. Fo 4 
i Rt 


(pentru integrale în R2 
"duble", 


Lebesgue pe R? pentru aproape toate punctele x e R$, ọ(x) = ffan definită | 


n, | 
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Rip 


foan= frav fe ba 
RE 


sau 


fifre f na sava). 
| RE Re i pèr 
Desigur avem un rezultat analog schimbînd R* 
Pentru simplitate, vom nota du = dx, dà = d 
formula de la punctul c) astfel: 
A 


cu R (x cu y). 
> dv = dydy. Putem rescrie 


p 


ETTE y)d 
i | feo v- f| frena 


integralelor simple (pe R). 
Desigur se pot înlocui în teoremă R! (RP) cu X c Rt (Y c R?) măsurabile şi 


RP cu X x Y c R şi ă că i 
l K şi rezultă că integralele multiple revin la iuni 
integrale simple (pe intervale sau alte submulţimi ale lui R). ' pl bait 


Să aplicăm teorema lui Fubin 


$ i la cîteva cazuri si i ; Fi 
aplicaţii, simple care intervin des în 


] intervale compacte în R şi f: [a,b] x led] > e 


[a,b] x fcd} 


siaN A S le d b 
Joacă - fi e ana] jones 


se foloseşte notația Sf şi integralele se numesc 


p ă în lecţia a IX-a. ` 
emai general K = {(x,y) e R? x e 
tinue, q, < P2 SIK — C conti 
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b Pax) 
Sfara = fi f nano. 
K k a pl) ` 


În adevăr K este o mulțime compactă (Fig. XI. 1). 


Fig. XI. 1. 


Fie [a,b] x [c,d] > K; prelungim funcţia f la [«,b] x {c,d} cu 0 în afara lui K şi 
aplicăm teorema Fubini funcției prelungite. În particular, dăcă luăm f = 1 pe 
K, obţinem că măsura mulţimii K (“aria" în plan) va fi —— 


b 
aria(K) = f CEOELAON TO 


formulă cunoscută din liceu. “ i --- 

EXEMPLUL 3. Fie K = {(x,y,z) e RÌ; (x,y) € 4; Ply) <z < a(x,y)} unde A c R? 
este o mulțime compactă, 1,9 : A — R sunt continue și Q; < Qz. Fie f : K > C 
o funcție continuă. Avem: 


F axy) i 
esan | tamie 
J i 


A Qy) 


(pentru integrala în Rê se foloseşte notația Sf şi integralele se numesc 


"triple”). ` 
Demonstrația se face luînd K c A x [a,b] şi aplicînd teorema Fubini. 
Ca un caz particular măsura mulțimii K ("volum" în spațiu) va fi 
vol(K) = Sfo) - ọ1&œ,y)dxdy . 

4 


Vom încheia acest paragraf cu teorema de schimbare de variabilă, teoremă 
foarte utilă atît teoretic cît şi în calculul efectiv al integralelor. 


TEOREMA XI. 8. Fie A CR” o mulţime deschisă (nevidă), ® : A —> R” de | 
clasă Cl, iinjectivă şi cu jacobianul alt) 7 0 pentru orice te A. Atunci | 


3. Spaţii LP 
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(A) =B este des hisă în R’ şi ă f: 
abesiue) i chisă în R' şi dacă f:B_— C este măsurabilă (măsura 


3) FO:A —> Ceste măsurabilă; 
ii) fe Lo f0)]Ja| e Li; 
ii) Dacă fe EL, atunci i 


Aba = [root la 
B A 


(d, dx fiind măsura Lebesgue în R”). 


Formula iii) este formula de se 
shimbarea de variăbilă © este S 
AL) şi dx cu JJolt)ldt. - 


himbare de variabilă. În mod formal, dacă 
crisă x = W(t), în integrală vom înlocui Ax) cu 


OBSERVAȚIE. Teorema se aplică i sa ru $ 
plică cu modifi PUI 
măsurabile M c A şi DM) ce. ificări evidente pentru mulţimi 


Demonstrația teoremei este laborioasă şi o vom omite. 


ap aur 4. Fie A = ((r0)e R2,r>0, -n<0< n} şi b(r,0) = (rcosg rsin8) 
=R" — (4,0); x < 0). Deducem pentru f: R? > C integrabilă pe R?’ i i 


| fRæydzdy = | [fs acay = | [rcoso,rsino)rârae 
R? r B. A 


(coordonate polare). 


3..Spaţii L? 


Două numere reale pozitive p, 


1 


q formează o pereche de exponenţi conjugaţi 

1 
—+—=1 (deci p, 
P q 


dacă i i i 
q > 1). Prin convenție se consideră 1, ca pereche de 


exponenţi conjugaţi. 


Inegalitatea lui Hölder. Fie 1 < P <o 


a » q conjugatul lui p şi (X, i 
cu măsură. Pentru orice fg : X > [0,] Darie spatiu 


măsurabile avem - 


3 Va af i 
po l [aa (0, fre) 


E În cazul p =q = 2 ine 


galitatea (*) se numeşte inegalitat i 
entru demonstraţie trimitem la exerciţiul 5. s A E zi 
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jere (paf (pe) 


Pentru demonstrație trimitem la exercițiul 5. 


c) 


Definiția XI. 4. Fie 1<p<%œ şi (X,A p) un spațiu cu măsură. Definim 


mulțimea Li(p) prin 
LÈ) = (f: X > C | măsurabilă, [|f| du < +). 
} i 


Se observă că pentru p = 1 regăsim mulțimea funcțiilor integrabile pe X. 


1 
ifi = [ ar) 
„le 


e i p 
Să remarcăm că Ifj, = 0 înseamnă f=0 apt. Vom considera în Lgm) 


Pentru fe Lă(p) notăm 


relaţia de echivalență f ~ g dacă f = g a.p.t. şi vom nota tot Lgl) mulţimea 


claselor de echivalență (în general nu este pericol de confuzie, se lucrează cu 
reprezentanţi dar este uşor de arătat că rezultatele depind doar de clasele de 


echivalență). 


TEOREMA XI. 9. Cu operaţiile naturale, Li(n) este un spaţiu vectorial, iar 
| |, este o normă pe Lin). 
DEMONSTRAȚIE. Totul rezultă din inegalitatea lui Minkowski. Să remarcăm 


că trecerea la clase de echivalență a fost necesară pentru a obţine 
IA, = 0 = f = 0, ceea ce se întîmplă la nivel de clase. 
P 


TEOREMA XI. 10. Li(p) este un spaţiu Banach. 


DEMONSTRAȚIE. Fie (f,)„ un şir Cauchy în L2(p) . Se poate găsi un subşir(f,); 
astfel încît 


1 i i să) 
Mai fahs E Da 


3. Spaţii LP sai 
Notăm 
k ea 
BX Maa ful gE Ma fal 
i=1 iza 
dar 


k E | 
leris ff NS tt cl. 
Ek E fass fal = ai 


Deducem, folosind teorema lui Fatou, că 
A flimintg Pa <liminf JePansa. 
$ y kos ka y ' , 


Dar g? = lim gf deci Jerăns 1. Rezultă g(x) < + aproape pentru toate 
k => es 
X 
punctele x e X deci seria 


EE Faad 

converge absolut apt Notăm fx) suma acestei serii pentru care converge şi 

l O în rest; f este măsurabilă. Avem Ax) = limf,, a.p.t. Vom arăta că fe Lo 
sif, >f LE. = 


i i / 
Fie -e > 0. Există N, astfel încît If, — ml, < e! dacă nm >N,. Fixînd 
m > N. obţinem din lema lui Fatou 


ÎNf- fa [Pdu <liminf fif, -faldu se? 
5 ă 


deci f- fa e Lg) deci fe LEl) şi în plus I$- fa lp a O; teorema este 


demonstrată.. 


OBSERVAȚIE. Teorema de mai sus este deosebit de importantă arătînd 
. utilitatea integralei Lebesgue. Spațiile de tip L” ce pot fi definite cu ajutorul 
i. integralei Riemann nu sunt complete. În fapt completatele lor sunt IP de tip 
i Lebesgue. Deci integrala Lebesgue furnizează completate concrete pentru 
i. spaţii de tip L? de funcţii continue de exemplu. 


Spaţiul Lin). Fief: X — [0,ee] măsurabilă şi fie S = (o e R; p(g”i(a,ec]) = 0). 
Dacă S=Ø punem esssup g = +œ. Dacă S+ punem esssupg = infS. | 


€sssup g este marginea superioară "esenţială" a lui g. Ni otăm, pentru f: X > C 
măsurabilă, Jf. = esssup |f] şi fie i 
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Li) = f: X > G f măsurabilă, Ifl., < +99}. 
Se introduce pe L&p) relația de echivalență f ~ g dacă f = g a.p.t. şi se arată 
imediat că L&p) este un spațiu Banach pentru | I (spațiul claselor etc.). 


” Vom încheia acest paragraf cu următoarea importantă 


TEOREMA IX. 11. (N. LUZIN, 1883-1950). Fie C mulțimea funcţiilor continue 


pe RE. Atunci Cn Lgu) este densă în Lin) (u = măsura Lebesgue), (în 


sensul că orice-f în Lan) este limita unui şir din Cn Lip) ). 


DEMONSTRAȚIE. Să observăm că mulțimea S a funcțiilor măsurabile (clase de) 


care iau un număr finit de valori şi sunt integrabile este densă inL) 
(dacă fe Lip), f 2 0 se consideră 0 < s, + f, S, simple şi se aplică teorema 


de convergenţă dominantă; cazul f oarecare se reduce la cazul f 2 0). 
Este deci suficient să arătăm deci că orice funcţie ce ia un număr finit de 


valori şi este în Lam) se poate aproxima (în Low ) cu funcții continue (din 
Lan) ). Cum funcțiile ce iau un număr finit de valori sunt combinații liniare 
de funcţii caracteristice, este suficient să considerăm Xy cu M măsurabilă şi 
nM) < œ (căci Xy € La) ). Fie Ve >0. Din proprietăţile de regularitate a 


măsurii Lebesgue, găsim o mulţime închisă Fc M şi o mulțime deschisă 
M c G, astfel încît p(G) - p(F) < e. Să definim funcţia ọ, : R — R, prin 
k 
paja eR OL 
d(x, RË - G) + d(x,F) 
unde pentru orice mulțime A c RË, 


d(x, A) = inf d(x,y), 
yeA 


xeRt, 


d(x,y) fiind distanţa euclidiană. ọ, este o funcţie continuă nulă pentru $. 


xeR-G şi egală cu 1 pe F. Se observă imediat că ọ, este integrabilă 
Lebesgue pe R*. În plus, |X - P.| <1 pe G -F şi xm = 9, în rest. Deci în 
definitiv, , ; 


| 6. Să se determine aria compactului plan măr 
: Y= bx; a,b,p,q > 0, a <b, p <q. 


4 xy 2 0. 


E 10. 1) Să se calculeze volumul mărginit de 


4. 10 exerciții zi 
63 | 


ar o. lâu<e 
R 


deci IXa + Ql < e. Teorema este demonstrată. 


OBSERVAȚIE. Teorema se extinde cu uşurinţă la Lin) l<p<o 


4. 10 exerciţăi 


1. Dacă (4,),, (B,), sunt şiruri de părţi în RE atunci din AA, B, >B rezultă 
tă n 


A YB, >AUB, Á, 0B, >4ANB. 
2. Dacă A,B e R' şi p'(B) < ce, atunci |p"(A) - p*(B)| < p™(A A B). i 


3. Pe intervalul (0,1) se introduce relația de echivalență x ~y decă x-ye Q şi fie 


E c (0,1) o mulțime ce conține cîte un element din fi i i j 

$ ecare clasă de echi ă Ryui 

arate că E nu este măsurabilă Lebesgue. citi ua | 
dx dy dz 


4. 5 se calculeze S E 


ă+y+z2z=1. / 


` unde L este mărginit de x = 0, y =0, z = 0, 


5. Să se demonstreze inegalitățile Hölder şi Minkowski. 


ginit de curbele xy =p, xy =q, y = ax, 


E 
x 
Dar el z50, z= sy, cu 


7. Să se afle volumul compactului K œ R? mărginit de 
A a b2 


8. Pornind de la integrala 7 = [fe e*+azay să se calculeze J = fe "ax. 
00 
[d] 


9. Să se calculeze volumul compactului L c R? mărginit de "suprafața" 


G +y? + 22) = a%2, a > 0,x,y 20. 
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"apă + by + cZ = thy 
agx + bay + cz = ha 


agt + Day + Caz = th 


1 bı Cu 


A=a, ba cJ #0, h, ho hg > 0. 


3 b3 Ca 
2) Să se calculeze I = [le + y? dxdydz, unde K este compactul mărginit de 
K 


2 
x +y? = ax, 2? =x? + 92,2 20,a>0. 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


"1. Se arată că 
(4, UA?) A (B; UB) c (A; AB) U (A, A Bo), 
(4, ^ A3) A (B, A Bo) c (4; A B,) U (4; A Bp), 
(A, = AD A B; - B3) c (Å; A Bi) U (43 A B3), 
pentru orice As, Az, By, Bz Œ R: Se deduce că 
B'A, U Ap) A (B; U Bo) < p*(A; AB) + pAg A Bo); 
nAn Ap) A (B, A Bo] <p(4, AB) + B(A, A B3), 
` B'A, - Ap) A (B; - Bp)] Su, A Bp) + n (AA B3). 
Avem în definitiv 


NA, UB) A (A U B) < pA, AA) + (BA B) ete. 


2. Să presupunem de exemplu că 0 < p(B) < p™(A). Avem 
(AA Ø) < p"(A A B) + p™(B A Ø) 
d + 
de unde E ra AB) +48) 
i d i + * 
A n(A) - p*(B) < pA A B). 


3. Să icoane că E ar fi măsurabilă şi u(E)=a. Se verifică uşor că 


(0,1)cU(ŒE +r) cînd re Qn(-1,1) şi dacă rzs atunci (E + r) © (E+ s) = Ø. Vom 
s r 


avea pentru S =U(E +7), p(S)=} pÆ +r) (numărabil aditivitate) şi p(S) < ce căci 
A - 


A deducem 
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Sc (1,2). Dar uE +r)=a pentru orice r (invarian 
ceea ce este în evidentă contradicţie cu (0,1) c S: 

4. Conform teoremei Fubini (e. = 0, poly) 


ja la translație). Rezultă a = 0 


= 1-3 —y în exemplul 3 pag. 258) 


Iad 1-x-y 


1-a l-xr-y 

1=fi f | E w -fa [ay [e 

„o| o QA+r+y+xy o d o (l+g+y+z)? 
(integralele se calculează de la dreapta spre stînga), Se obţine j 


I= 1m2- 5). 
PA "z 


"5. Să hotăm 


| 1 
a pa). a- staaf. 


Inegalitatea lui Hölder rezultă imediat dacă A = 0 (căci f rezultă 0 a.p.t.) Analog cazul 
B=0. Cazul A > 0, B =% rezultă imediat (şi evident analog cazul’ A = œ, B = 0). 
Rămiîne de demonstrat doar cazul 6 < A < %, 0 < B < œ, Se notează 


F-Í, G=-8 dei [Frin [aranma 
4 E : 


: Dacă pentru x € X avem 0 < F(x) < œ, 0< 


G(x) < œ, există numere reale s şi £ cu 
F(x) = e*/P, Gœ) = 6/9, Din convexitatea funi 


cţiei exponenţiale (graficul funcţiei între 


> două puncte este "sub" segmentul de dreaptă ce uneşte punctele) şi dint + =i 


P q. 


lp+ta a L lat. 
esP+41< e+ Lel; 


P q 
avem deci 


Fa)G) < Lp + Lay 
P q 


are integrată pe X duce rapid la inegalitatea lui Hölder. 
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Pentru inegalitatea lui Minkowski se scrie | p 

Fer =ff+gP afl. 
Se aplică inegalitatea lui Hölder produselor din membrul drept şi se foloseşte 
convexitatea funcției t’, t e (0,9). 


6. Avem de calculat ffig unde K este compactul haşurat. Se poate schimbarea de 
K 


variabilă xy = u, y = vx, u € ip,q], v e [a,b]. 


Fig. XI..3. 


Se calculează jacobianul ia x = x(u,v), y = y(u,v) doduse, din schimbarea de 


variabilă şi se obţine J = a Se obține deci 
U 


aria K = fev = pasa = aa -pn?. 


4 


7. Conform formulei stabilite pentru calculul volumelor (exemplul 3 pag. 258) vom avea 


vol K= |favaxao 
2 Vi 
pa + $z s1 
x,y20 
x = arcost, y = brsint şi găsim 
z z 
ız 1 T 22 
` volK = | | azbrssintcostăe = a?b? |r%ăr- | sintcostar = = Ci s. 
- 00 0 0 


8. Folosind teorema lui Fubini (pe [0,«) x (0, =) deducem că e-&'*” este integrabilă 
Lebesgue pe [0,%) x [0,e). În adevăr 


ar- foa feas- foa 
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k i zi sua 
şi se ştie că fe * dx este finită. În plus 7 = J?. Pentru calculul integralei Z se trece în 
S: 


coordonate polare x = rcost, y = rsint şi obținem 


E gi 
I= |[e-rrarar= E erar- © 
a aaa 

Rezultă J-Y. 


À 


9. Se trece în coordonate sferice x = rsin8cosep, y = rsinOsine, z = rcos0. Se obține 


ecuația "suprafeței" în coordonate sferice r= a Vos. Jacobianul schimbării de 


variabilă este J = r?sin. Din cauza simetriei i cinic au vom avea 


Tze v ös 


volL = [finante = +] ji r?sin@drdodo = «fn Ja marca 


"(integralele se calculează de la dreapta la stînga). 


Fig. XI. 4. 


: 10, 1) Se face schimbarea de variabilă 


U = a + by + cz, 


U = ax + boy + co, 
Ww = age + boy + caz ete, ` 


8Bhihohg 

=A 

2) Se trece în coordonate. cilindrice x = rcost, y = rsint, z = z, Jacobianul schimbării de 
variabilă este r. Conul 22 = x? + y? are în consecinţă ecuaţia z =r. Se obţine 


< Se obține 
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x 

T £ $ 

I= T |2ataraz x te|-3-2], re lO,cost], z e [Or] 
00 

3 . . 

căci ecuația cilindrului x? + y? = ax este 7? = arcost. După calcule simple găsim 
I=- Brat 
32 


LECTȚIA A XII-A 


INTEGRALE CURBILINII, i 
INTEGRALE DE SUPRAFAŢĂ 


INTRODUCERE 


n — dimensionale şi la varietăţi diferenţiabile dar, chiar dacă nu apar idei noi, 
"tehnica" folosită este de 
© multiliniare, 


| 1. Integrarea 1 — formelor diferenţiale 


Dacă A c R? şif:A > R”, spunem că f este de clasă œŒ pe A dacă: 
— pentru k = 0, f este continuă; 


~ pentru k > 1 există o mulţime deschisă U > A şi o funcţie F : U = R” de 
clasă CF astfel încît F|} = fi 


E Vom nota R” = SR", R) spaţiul vectorial normat al aplicaţiilor liniare 


3 : (continue) din R” în R. R” este un spațiu vectorial real de dimensiune n. 


: Dacă 1-2, este baza canonică în R”, atunci dzx,,....dx, formează o bază în : 
E R”, numită baza duală (reamintim că dx;(e,) = 3; Lj = 1,..,n). Elementele 
i din R” se mai numesc forme liniare pe R”. 
D 


“Definiţia XII.1. Fie A c R”, Se'numeşte cîmp de vectori de clasă C* pe A 

orice aplicație de clasă CE, F: A > R. i 

„EXEMPLUL 1. Fie UCR" o mulțime deschisă şi f: UR de clasă Cl, 
radientul lui f este cîmpul de vectori de clasă CO Vf: U > R", definit prin 
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VRO = Ft), ze. 
dx 9x, 


Definiţia XII. 2. Fie A c R”. Se numeşte 1 - formă diferenţială de clasă C? 
pe A orice aplicaţie de clasă C}, a: A — R”. i 


EXEMPLUL 2. Fief : U — Ro funcţie de clasă C! pe mulţimea deschisă U c R”. 
Diferenţiala lui f este 1 - forma diferenţială de clasă C? a: U> R” 


alx) = dflx). 
Această- 1 - formă se notează df. Vom folosi termenul 1 - formă în loc de 


l- formă diferenţială. Rezultă că dx,,..,dx, pot fi interpretate ca 
diferenţialele proiecţiilor canonice (7...) > X, i = 1,...,2. Putem scrie 


dA) = D 2F (ax, şi de asemenea df= Y 2f ax,. 
îi 0x; ` i1 dx; 


Să notăm X4) mulţimea cîmpurilor de clasă C* pe A şi OXA) mulțimea 
1 — formelor de clasă CË pe A. Se defineşte în mod natural adunarea pentru 
cîmpuri de vectori şi pentru 1 — forme, ca adunare de funcții cu valori în spaţii 
vectoriale. Mai nou, cîmpurile şi 1 — formele se pot înmulţi cu funcţii, după 
cum urmează: 

Dacă f: A > R este de clasă C? atunci: 


pentru F e X,(A), (FA) = Ax)Fla), V x e A, 
pentru o e QLA), (fo) = feal), V x e A. 


Este clar că fP e XA) şi fo e QKA). 


Operaţiile mai sus definite au proprietăţi. naturale AA) şi QKA) sunt | 


"module" peste inelul funcțiilor de clasă C* pe A şi în particular, spații 
vectoriale reale). . 
Între 1 — forme şi cîmpuri de vectori există o "dualitate". Anume pentru 
a e QA) şi F e X,(A), se defineşte funcția œ-F : A — R, prin 
i (a-FXa) = a(x%P(x)), Y x e A 
(reamintim că alx): R” ->R pentru orice x e A iar F(x) e R” etc.). Fiecare 
1- formă a e QKA) se scrie în mod unic ca ' 
i a = adx; +... + ada, 
„unde a;: A > R sunt funcţii de clasă CF. Deci în fiecare x e A avem 


alx) = a(c)dx, + li adx, 


nae OKB), k21, atunci pa e OI. 14) 


F „TEOREMA XII. 1. În contextul d 


i. (deci imaginea inversă a unei diferenţiale este tot o diferenţială). 


| deschise şi a este o 1 — formă pe C > Y(B), atunci 


E Să dăm o formulă 


1. Integrarea 1 — formelor diferențiale 


OBSERVAȚIE. În ultima formulă, dx 
n 


în scrierea «= 5 a;dx,, dxy,.. 
$. 


pet, reprezintă "baza duală" în R”, iar 
„dx, sunt 1 — formele corespunzătoare proiec- 


iilor, aşa cum am arătat mai sus. 


Definiţia XII. 3. Fie A c R” deschisă, p: A >R” de clasă C! 


Pentru orice 1 — formă a pe B definim i 
ga ca 1 — formă pe A, prin 


- « şi B D (A). 
maginea inversă (prin ọ), notată: 


pal) = o(p(c)edepla), Y x e A. 
Pentru o mai bună înţelegere a acestei definiţii, să remarcăm că pentru 
x € A, dop(x) : R” > R” este liniară şi de asemenea aọ(x) : R” — R este liniară. 
Astfel a(p(x))ede(x) este o compunere de aplicaţii liniare deci o aplicaţie 
liniară R” > R. În definitiv ọ*œ : Apr. 


Se observă imediat, că dacă ae OB) atunci poe OA), iar dacă 


V l: e mai sus, avem 

1 a+ B) = 0 a + PB; œB 1 — forme pe B. 

2) ọ (fo) = (fo9)e'o; a este 1 — formă pe B, f: B > R ete. 

3) Dacă B este deschisă şi g : B — R este de clasă Cl, atunci 


| '(dg) = de) 


:- DEMONSTRAȚIE. Lăsăm 1) şi 2) în seama cititorului şi demonstrăm 3), Avem 


PUNY) = dg(pc))edglr) = digo), 


‘după cum rezultă din teorema de diferenţiere a funcţiilor compuse. 


EOREMA XII. 2. Dacă ọ:A >B, ¥:B> R unde A c R”, B c Rm sunt 


P'CP'0) = (Popa. 
emonstraţia este o simplă verificare. 


pentru calculul. imaginilor inverse ale 1 - formelor. Să 
€ . Să 
otăm y = Or) e R”, p:A > B ca mai sus şi fie 


m , 
a= 5 ajdy;,cua;:B—R. 
j=a 


tunci, conform teoremelor precedente, avem 
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m m 
ș*a = CHOD ajdy)) = L 9 (a;dy;) = 
7 j»1 ap 


=F (app)o*(dy) = F (app)dọ; unde ọ = (Pr) 
"nyet = j=l 


m 
ọta = L (ajp)de;. 
j=1 


n d; 
dọ;= E id; 


Zi O; 


şi obţinem în definitiv (schimbînd ordinea de sumare): 


(1) 
sau 

"a(x) = £ 5 atata) liad; , pentru orice ré A. 
2) ? p JSR a 3 


ITI i 

A 1 
Să considerăm cazul particular n = 1 şi să luăm 9: la,bl -> R” de clasă s 
Să notăm variabila în [a,b] cu ż şi să observăm că derivatele lui ọ în a aie 
determină derivatele în a, b ale oricărei extensii de clasă.C! la un interv 
deschis. Putem aplica formula (2) şi avem 


m 


(3) t pati) = F ao pjedt, 


« j=1 îi 
unde e = (9,.....9,,) şi a este o 1 — formă pe o mulţime ce conţine ela,bl c R”. 


Fie acum q : [a,b] > R” o aplicaţie de clasă C! (în'lecţia a IV-a am numit (0) 
drum parametrizat) şi a o 1 — formă continuă pe compactul pfa,b] (deci pe 
imaginea drumului). 


Definiţia XII. 4. Integrala : curbilinie a 1 - formei a pe. drumul 
parametrizat q se defineşte prin 


Je 


bj n 


ors 


ad)o) [at 
1 


crescătoare şi că schimbă orie 


e O clasă de echivalență de drumuri pozitiv Ck 
++ orientat. Drumurile parametrizate care aparţ 
|. parametrizări admisibile ale arcului y. Să 
` orientat pornind de la un drum parametrizat 
E. ce se obţin din el prin schimbări de parametr 


TEOREMA XII. 3. Fie e: la, b] => R", 


ela,bl = Yfe,d]. 
D) Dacă ọ,¥ sunt pozitiv echivalente, atunci 


2) Dacă ọ,¥ se obțin unu 
schimbă orientarea, atunci 


L Integrarea 1 — formelor diferențiale 
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n . 
(integrala există chiar în sens Riemann căci funcţia 1» D EOLO este 


FINETE E i=l 
continuă în ipotezele făcute). . ; 


b 
OBSERVAȚIE. 1) În . fond fo- fo'a, dacă 
n s = 


DD alto) » cum rezultă uşor din formula (3). 


i=1 


se identifică go cu 


2) În R? ja farmele se notează tradițional Pdx + Qdy iar în R, 
Pdx + Qdy + Rdz conform notării coordonatelor (xy) e RP, respectiv 
(x,y,z) e R3. î a ` 


Pentru a extinde definiția de mai sus, vom relua pe scurt cîteva noțiuni 
prezentate în lecţia a IV-a relativ la drumuri parametrizate. Fie q : [a,b] -> R”, 
Y: [cd] >R” două drumuri parametrizate de clasă. C}; PY se zic 
Qs echivalente (k > 1) dacă există un difeomorfism CË 9: [a,b] > [c,d], 
astfel încît ọ = Yo. 0 'se zice schimbare de parametru. Un arc de clasă 
C? este o clasă de echivalență de drumuri parametrizate C* echivalente. Mai 
simplu un arc de clasa C* este mulțimea tuturor drumurilor parametrizate (de 
clasă C) care se obţin unul din altul prin schimbări de parametru de clasă 
CE. Dacă y este un arc de clasa C} şi ọ un drum parametrizat de clasă Cf, 
este clar ce înseamnă P e Y; spunem în acest caz că ọ este o parametrizare 
admisibilă a lui y. 

O relaţie de echivalență mai fină duce la no 


țiunea de arc orientat. Anume, 
o schimbare de parametru se zice că 


păstrează orientarea dacă este strict 
ntarea dacă este strict descrescătoare. Două 
ă C*) se zic pozitiv C* — echivalente dacă se 
pentru o schimbare de parametru ce păstrează orientarea. 
— echivalente se numeşte are 
în unui arc orientat Y se numesc 
observăm că se obţine un arc 
şi considerînd toate drumurile 
u ce păstrează orientarea. 


drumuri parametrizate (de clas 
obţin unul din altul 


Y: [c,d] > R” două parametrizări 


admisibile ale unui arc y de clasă C! şi o o 1 — formă continuă pe mulțimea 


y ip 


l din altul printr-o schimbare de parametru care 
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DEMONSTRAȚIE. r 

1) Din ipoteză rezultă că există o schimbare de parametru 8 : [a,b] > [c,d] 
strict crescătoare astfel încît ọ = Yo8. Să notăm t variabila în [a,b] şi u 
variabila în [c,d]; deci u = 8(ż). Avem ga = %0P'0), conform teoremei XII. 2. 
Să notăm pe scurt Y"a = Adu cu A : [cd] > R deci Yalu) = A(u)du pe [c,dl şi 
deci OCH at) = A(8(0))0/(2)at (conform regulilor de calcul ale imaginii 
inverse). Deci avem 


galt) = A(0(0))O/(7)at, Yalu) = Alu)du. 


Teorema de schimbare de variabilă (integrala Riemann) dă 


b 86) d 
fo = [atotepertae - | Aau = [Aaa = fe.. 
o PA ala) e y 


Demonstrația punctului 2) este, acum imediată (0(a)=d, 8(b)=c dacă 6 
descrește etc.). 


În definitiv, integrala unei 1 — forme nu se schimbă la o schimbare de 
parametru ce păstrează orientarea şi schimbă doar semnul la o 
schimbare de parametru ce schimbă orientarea. Putem ajunge astfel la 
definiția principală. i ' 


Definiția XII. 4. Fie y un arc orientat de clasă C! în R” şi œ o 1 — formă 
continuă pe imaginea lui y. Definim 


Jesja 


unde ọ e y(q este o parametrizare admisibilă). 


Din cele de mai sus rezultă că definiţia este corectă (nu depinde de 
parametrizarea admisibilă folosită). 


OBSERVAȚIE. Prin imaginea unui arc se înţelege imaginea, comună, a 
parametrizărilor admisibile. 


Fie y un arc orientat de clasă C! în R”. Să reamintim că lungimea (y) se 
b š 
defineşte ca fi lọ/Œ)idż , pentru o parametrizare admisibilă ọ : [a,b] > R” (şi 


a 

este independentă de parametrizare). Desigur, | | este norma euclidiană în 
n = fi 

R". Fie o= 5. a;dx; o 1 - formă continuă pe imaginea lui y. Dacă notăm 
i=l 4 i 

a = (a-.-a,), cu funcţiile Gp-::Q continue şi fie M > 0 astfel încît Ja(x)] < M 

pentru orice x din imaginea lui y. Deducem ` 


f de clasă C? în pă; 


: deosebit; de importantă: 


i L 
“TEOREMA XII. 4. (generalizarea formulei Leibniz — 


1. Integrarea 1 — formelor diferenţiale 


b n b n 
Iei =1 [5 axetelnar JIE apte ars 
Y i=1 i 


ai= a i=l 


b 
«< fiordem) 


(s-a folosit inegalitatea lui Cauchy - Schwartz). În definitiv, 
| f a |< Mly), 


inegalitate utilă îi aplicaţii. 


Vom face o legătură între 1 — forme şi cîmpuri de vectori, pentru a exprima 
integrala curbilinie în limbaj vectorial. i 


x 1 A A = 
Dacă ae QA), ACR" atunci a = © a;dx, cu Qin : A— R funcţii de 
: i iz1 
clasă C*, Putem considera cîmpul de vectori a = (aisan) e AA). Dacă y este 


n 
un arc orientat de clasă C! în R” şi o= DD 


| i=1 
imaginea lui y, integrala fe se mai numeşte şi circulația cîmpului 


a;dx; o 1 — formă continuă pe 


Y 
a = (a1,..0,) de-a lungul arcului Y. 


Comentariu. Dacă folosim notația vectorială -a pentru cîmpuri, de, vectori, 
T = (epseeest), dr = (dx;,... dx), atunci circulația cîmpului a de-a lungul lui y se serie 


formal : 
fi adr 
7 


n ` 


$> "interpretînd" J, aidz; ca un "produs scalar" 


îi între a şi dr. De exemplu, dacă n =3 şi 
£ 


F = (P.Q,R) este un cîmp de forţe într-un deschis A c R şi.dacă y este un arc orientat 


atunci lucrul efectuat de F în lungul lui y este tocmai 
[P-ar = Pax + Qdy + Rdz , deci noţiunea de circulaţie extinde pe cea de lucru. 
T Y 


Revenind la proprietăţile integralelor curbilinii, reținem următoarea teoremă 


Newton). Fie y un are 


orientat de clasă C! în R”, de extremităţi p şi q şi fo funcţie de clasă C1 pe 


un deschis ce tonţine imaginea lui y. Atunci 
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J-A - Ap). 
J 


DEMONSTRAȚIE. Să precizăm că extremităţile unui arc orientat y se definesc 
considerînd o parametrizare admisibilă ọe y q:lab]—R": p= (0), 
q = q(b), observînd că p, q depind doar de y şi nu de parametrizarea 
admisibilă aleasă. Fie acum ọ : [a,b] —> R” o parametrizare admisibilă a lui 
y. Avem AC = (fe) sau (af) = (Fop (eat. Deducem 


b 
far- feo a = Rote) - Rota) =Ra) - Ap). 
“4 a 


COROLAR. În ipotezele teoremei de mai sus, dacă y este un arc închis (adică 
dacă p = q), atunci far- 0. : 
Y 


Teorema de mai sus este o teoremă de "independență a integralei de drum", 
în cazul 1 — formelor de tip gf. É 


Avînd în vedere importanţa teoremei XII. 4, este utilă studierea 1 - formelor 
de tip df. Problema care se pune este: în ce condiţii, pentru o 1 — formă a pe 
un deschis U c R", există o funcţie astfel încît œ = df ? Să presupunem 


n 
1- forma «= $ a;dx;, unde funcţiile a.,...„a, sunt de clasă Cl pe UcR”. 


i=1 
Dacă există o funcție f : U —. R astfel încît df = o atunci f este de clasă C? pe 


U şi ca aaj; SA =a, pe U. Din egalitatea derivatelor parţiale mixte, 
ai Xn 
rezultă condiția necesară: 


6 Sai da ij = 1n. 


dx; E dx; 


Se naşte întrebarea decă această condiție este şi suficientă. 


TEOREMA XII. 5. (H. POINCARE, 1854 - 1912). Fie œ o 1 — formă de clasă 
Ci pe deschisul-U c R”, satisfăcînd condiţia (*). Atunci pentru orice punct 
x e U există o vecinătate deschisă Va lui x (V c U) şi o funcţie f: V > R 
astfel încît df = a (pe V). 


DEMONSTRAŢIE. Fie un punct x € U. Fără a restrînge generalitatea, putem 
. n 

presupune că xp = 0 (se face o translație). Fie o = J` a;dx; Să alegem r > 0 
. i=1 

astfel încît B(0,r) c U. Vom arăta că putem lua V = B(0,r). Definim funcția 

f: BOr) > R prin z - 


1. Integrarea 1 — formelor diferenţiale 277 


1 n 


A) = i 2 ailtxi te xidi , x = (oc poe). 


sar neah z g 

Să arătăm că Z-a pe B(0,r) (similar se arată că 
1 i 

i = 2,.--n). Avem. prin derivare sub integrală 


1 
Ff L da 
(cret) =. J altera str) ES w TE (aaa, 
Je, 1 Je i Xn) + ) Nigg Poeten) t 


2f. =a; pentru 
i 


; i=1 
sau folosind condiğa =) . ` 


1 
of 3 DINE da 
EAG = Jeen an + E a) he. 


z1 0x; 


Dacă pentru x = (x,,....,) fixat, notăm Y(t) = Gal(fx put), t e [0,1], găsim 


1 
er 2n) = | DEE) + POI dE = PD lg = PU) = aste, 
şi cum x = (1...) este arbitrar în B(0,), rezultă əf 


F pe B(0,r) şi 


. A, : x 1 
demonstrația este încheiată. 


3 OBSERVĂȚIE. Se observă că esenţială în demonstraţia precedentă este 
> condiția: pentru orice x e B(0,r), "segmentul" [0,x] este conţinut în B(0,r). O 
mulţime Ac R” se zice stelată dacă există un punct Xp € A astfel încât 
pentru orice x e A segmentul [xox] să fie conţinut în A. Rezultă că în teorema 
precedentă dacă U este stelată, atunci există f: U >R cudf =a. 
YẸ 


O funcție satisfăcînd df = o se zice o primitivă pentru 1 ~ forma a. Putem 
reformula teorema de mai sus spunînd că orice 1 - formă de clasă Cl 
satisfăcînd condiţia (*) admite local primitive, iar dacă mulţimea de definiţie 
+. este stelată, atunci primitive există global (este imediat de observat că pe o 


j mulţime deschisă şi conexă două primitive ale aceleiaşi 1 — forme diferă 
i. printr-o constantă). 


$ Putem exprima teorema XII. 5 şi în limbaj de teoria cîmpurilor. Astfel, un cîmp 


; vectorial F = (a4,...,a,) se zice cîmp de gradienți dacă există o funcție f astfel 
. încît Vf = F. Se observă imediat că (*) reprezintă o condiție necesară pentru 
ca un cîmp F = (aj..,a,) de clasă C! să fie un cîmp de gradienţi. Teorema 

XII. 5 arată că invers, un cîmp de clasă Ci ce-satisface (*) este local un cîmp 
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2. Integrarea 2 — formelor diferenţiale 


Dacă E este un spaţiu vectorial real, o aplicaţie ọ : Ex E —> R se numeşte 
formă biliniară pe E dacă este liniară în fiecare variabilă. O formă 
biliniară q pe Æ se zice alternată dacă q(u,v) = 0 pentru orice ve E. Se 
verifică imediat că această condiţie este echivalentă cu condiţia 


| Q(v.,U2) = —plvav-), 

pentru orice vu € E. 

EXEMPLUL 1. Fie E = R’; punem peritru v, = (x193), Va = (aco:ya), 
xı Ya 


QUV) = 
X2 Ya 


> X1Ya -X21 . 


Se verifică imediat că ọ este biliniară alternată. Semnificaţia geometrică este 
că ọ reprezintă aria "orientată" a paralelogramului construit pe vectorii va. 
Acest exemplu creează o "intuiţie" utilă în teoria integrării 2 — formelor 


diferenţiale ce va fi descrisă mai jos. 


Se observă imediat că mulțimea formelor biliniare alternate pe E formează, 
în raport cu operaţiile naturale, un spaţiu vectorial real, care va fi notat AF. 
Dacă q este o formă biliniară pe E, atunci forma $ dată de 
PUV) - Ploua) 

2 
este clar biliniară alternată; dacă ọ e alternată, atunci Ọ = ọ. Dualul 
E! = S(E,R) va fi notat în cele ce urmează şi cu ALE. Fiind date af e AF, 
definim o Q f ca formă biliniară, prin 


(e 8 Buva) = atv DBEa). 


Ẹ(V1, V) = 


Mai departe definim & A B prin 
«AB=2008 Și. 


Evident, œ a Be A2E! şi acest element (care este o formă biliniară pe E) se 
numeşte produsul exterior al formelor liniare a şi B. În definitiv 


(a A Buva) = aw DBU) — BE), Y vaig e E. 
Se verifică imediat proprietăţile 
(ID) „aaf=-Bno, Yo,Be AE (în particular, A a = 0), 
(2) aa (B+p=aABraay, VoBye Al. 
EXEMPLUL 2. Fie E = R?, e}e, baza canonică şi dx,, dx, baza duală.. Fie 
ge A?F'. Pentru orice U1 = X42] + Y1€o, Va = Xg] + Yog, avem 


PUV) = P +Y X1 + Y3) = (ya — XY 1)P€123). 


` a: A > R funcţie de clasă CE. 


A j 
2 œ: A — A2R%, vom avea 


7 Este evident cum se pot aduna 2 — formele de clasă CE 
$ mult, acestea se pot înmulţi cu funcţii în mod analog c 


A A) mulțimea 2 — formelor de clasă CE 


defini produsul exterior al formelor a şi 


În particular, dacă U 
„clasă C? pe U avem 
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Dar 


Ya — Xy = dx, A dx, (Vasa). 
În definitiv 


E = pleen)d Ada. 
a ia dai X 
Rezultă dimpA?R?” = 1 Şi dz,Adx, formează o bază. De remarcat că în 


general se foloseste notația dz, dy în loc de dx, dx. Aşadar, Y pe. AR?” se 
scrie unic sub forma ọ = adxady cua e R. l 


A ; 

e 4 i: 
EXEMPLUL 3, Fie E =R’, dx, dy, dz baza duală bazei canonice. Similar 
exemplului precedent, deducem că dimpA2RY = 3 şi că dyAdz, dzAdx dxAdy 
N i A i >; > 
formează o bază a acestui spațiu vectorial. Deci orice o e APR?” se scrie unic 
sub forma 


& = adyAdz + apdzAdz + AsdxAdy, cu a, ap, ase R. 


Mai general se poate arăta că A? E™ 


are dimensiune finită anume (ok 
spațiu vectorial real. : 


„ca 


Definiția XII. 5. Fie Ac R". O2- formă diferențială (sau 2 — formă) de 
clasă C? pe A este o aplicaţie œ : A > APR”, de clasă CE. 


EXEMPLUL 2 Fie ACR’. Pentru o 2- formă diferențială de clasă C}, 
a: A —> AR? , vom avea aly) = alx,y) dxAdy (vezi exemplul 2 de mai sus), cu 


EXEMPLUL 5. Fie ACR. Pentru o 2 — formă diferenţială de clasă ct, 


2 


aly, z) = P(x, „z)dyadz + Q(x, y,z)dzadx + R(y,z)dzady 


„cu P,Q,R : A > R de clasă C (conform exemplului 3 de mai sus). 


definite pe A c R”. Mai 

u 1 ~ formele. Vom nota 
pe A. Dacă aß e QA), putem 

B, aab e Q? (4) prin 

(GABY) = alabia) pentru orice x e A. 


CR? este o mulţime deschisă şi fe: U >R sunt de ` l 


XH. Integrale curbilinii, integrale de suprafaţă 
280 


d of dg Eg = 
Aa a a dy y 


of de  9f 8 laxAay = PED axAdy, 
dx dy 2y 9x D,y) 
folosind proprietățile amintite ale operației A. Se poate face un calcul analog 


în R? pe care-l lăsăm ca exerciţiu. 


i 


i Y cR i isă, œ: U — R” de clasă 
iniți „6. Fie acum U'cR” o mulțime deschisă, e $ È e 
P AE formă pe B > (U). Se numeşte imagine reciprocă (sau 
eA. 2mn 
inversă) a 2 — formei o prin Q, 2 — forma po: U > AFR” , 


Qotdlu-,v3) = APde dpi), Y vyv E Re U. : 


ad 2 : 
Se verifică cu uşurinţă că q'o este o 2 - formă. Dacă œ e Q(B), atunci 
M Pe 2 
p'ae QKA) şi dacă ae QKB), k > 1, atunci goe Q2 (4). 


De asemenea nu prezintă nici o dificultate verificarea proprietăţilor 
S . 
următoare: : 


ga + P) = g'a 0), 

gfo = Fpp", 

poa B) = o'a a o'p, 
Într-un context evident avem şi 


pentru orice 2 — forme &,ĝ 
V f funcție de clasă Cl, « 2 — formă 
Vo,p 1- forme. 


PF) = (Yop)o, a 2 — formă etc., 


relație care va fi folosită în cele ce urmează. 


Fi = ; 3. Să notăm variabilele în A prin 

PLUL 6. Fie ACR, m =3, ọ : A > R. i 

pri componentele funcţiei q cu X,Y,Z deci luv) = (Xu, v), Y (u,v), Z(u,v)) şi 
fie a = Păyndz + Qdzadx + Rdændy o 2 — formă pe (A). Avem 


e" (00) = (Popo *(dyAdz) + (Qop) *(dzAdx) + (Ropo *(dxAdy) = 
© =Po AYAdZ + Qog AZAdX + RopdXAdY = 


DZ) , ap DZD + pop DAY) 


uAdv. 


Rog At) 
Peren an e e en 


Înainte de a studia. integrarea 2 — formelor, facem cîteva precizări despre 
suprafețe. 


Definiţia XII. 7. O pînză parametrizată de clasă CE în R” este o aplicaţie 


considera doar cazul k > 1. 


i isă şi ă. Vom 
de clasă C}, ọ : A — R”, unde A c R? este o mulțime deschisă şi conexă 


| Pinza de clasa C” definită 


į pe A. Se spune că 0 păstrează o 


t Se numeşte pînză orientată, 


+9 = Yo8 cu 6 difeomorfism de e 


i Fie acum ọ : A > Ro 
E. diferenţială continuă 
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Două pînze parametrizate de clasă CE 


G= echivalente dacă există un difeomorfism 
astfel încît q 


în R”, ọ:4A> R”, se zic 
de clasă C}, notat 8 : A >D, 
= Yo, deci avem diagrama comutativă 


AE ini 


Igon 


Aplicația 0 se numeşte schimbare de parametri. 


Y(D) deci putem vorbi despre imaginea 
uprafaţă) ca o submulțime în R”. Dată 
fineşte o pînză unică, anume mulţimea 


> EXEMPLU. Fie A = (2,9) e R", x? + 32 < 1) şi 
PAR, p(c,y) = Go y,V1 -x?-y2), 


E de ọ are drept imagine emisfera superioară. (z > 0) 


a sferei x? + y? + z2 =], | 

Fie 8: A —> D un difeomorfism de clasă CE, k > 1 unde AD e R? sunt mulţimi 
. deschise şi conexe, iar Je este jacobianul lui 8. Deci Jg : A > R este de clasă 
Tha şi nu se anulează pe A; cum k — 1 > 0 deducem că Ja are semn constant 


rientarea dacă Jy>0peaA şi schimbă 
. orientarea dacă Jg < O pe A. i 


„ Parametrizate de clasă C% față 


pînză parametrizată de clasă C? 
pe Q(4). Fie g'a = adrady, cu 


Jo~ ffadzay, i 


în ipoteza 'că ultima integrală există (deci dacă a e LA ) 


„k > 1şia 02 - formă 


a: A > R continuă. Se 
defineşte 
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Definiţia XII. 8. Fie £ o pînză orientată, de clasă C* în R” şi a o 2 - formă 
diferenţială continuă pe imaginea lui X. Se defineşte integrala formei a pe 
>, prin 


| is errea >, 


` în ipoteza că ultima integrală există. 


TEOREMA XII. 6. Definiţia de mai sus este corectă, în sensul că dacă 
QY e Zatunci | E 


/ = 
| pp 


deci dacă una din integrale există, există şi cealaltă şi coincid, 


DEMONSTRAȚIE, Fie ọ : A > R”, Y: D -> R" şi ọ = We6, cu 0 difeomorfism cu 
Je > 0 pe A. Avem g'a = 0"(W'a) şi fie (u,v) coordonatele în D. Să punem 
Y'o = aduadv, a: D > R şi fie 

D(0.,02) 


Fa) = a00 2 P192} 
0*(F*a) =a DEJ 


dx Ady = ac0JgdxAdy, 
unde 9 = (8,,8,). Deci 


f a= f all, y) Ja (x, y)dxdy 
9 A 


şi în mod similar, 


fo = falu, vddudv. 


ọẸ D 


Teorema de schimbare de variabilă pentru integrale duble arată tocmai că 
dacă una din cele două integrale există, există şi cealaltă şi sunt egale. 


EXEMPLUL 1. Fie 5 o pînză orientată, de clasă C}, k > 1 în RÊ şi o o 2 — formă 
continuă pe imaginea lui 5. Fie ọ € F, ọ : A > RË, 
u,v) = (Xlu, v), Yu, v), Zan v)) şi œ = Pdyadz + Qdzadz + Rdxady. 


g'a -fpo D(Y,Z) D(Z,X) DX,Y) 


uñdv. 
D(u,v) D(u,v) D(u,v) 


+ Qop + Rog 


Deci 


> 


ro o [pu D,D ap ZZD , po DXX) d 
b [pre 22 eeno te or a 


dacă ultima integrală există. 


EXEMPLUL 2. Fie X,Y : (a,b) —> R de clasă ci şi A = (a,b) x R. Să considerăm 


Er 


iar "x" este produsul vectorial 


unde 


independenţi în fiecare punct din A. Dacă 
f A. Să vedem cum se modifică N, l 
$ ouo) = 'P(0 (u,v), Olu, v)) şi u1 = Bluu), v, 
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pînza parametrizată de clasă C? 
orientată definit de Ọ este " 
baza imaginea arcului 


ă g: A> RÊ, u,v) = (Xu), Vu) o). Pînza 
e cilindrul cu generatoarea paralelă cu Oz şi cu 
deschis" u > (X(u),Y(u)). Avem 


ọ*(dyAdz) = Y'dudv, ọ*(dzAdx) = - X'duAdv şi 9 '(AxAdy) = 90. 
Astfel dacă f ' 

7 i & = Pdyadz + Qdzady + RăxAdy 
este o 2 — formă pe imaginea lui Z, atunci 


f o = J Porta), Ya), vY u) - QX UY, Pa) oaza. 
i å 


În particular, dacă P = Q=0, atunci fe =0. 
š 


Fie ọ: A> Ro pînză parametrizată de clasă C$, k21. Dacă 


Pio) = (Xlv), Yiu, v), Zu), i 
se defineşte func 


ţia normală (sau cîm ul torilor — ă 
edr e ui pul vectorilor - normală) de-a 


N luv) = 2P (u,v) x dei), 
du Ov 


(3 ƏY z) [z dY z) 


du (du du du) dv l o o) 


în RÎ. Pinza ọ se zice simplă dacă p este 


i injectivă. De asemenea Ọ se zice regulată dacă vectorii 29 dp 


ð sunt liniar 
ðu dv 


i Ọ este regulată, atunci N +0 pe 
a o schimbare de parametri. Fie q = op, 
= B(w, v). Atunci 


N u,v) = 20 x 20 „AY 20: , 3 d0, x| 2¥ La dF d0 = 
du duv (ðu, ðu d, du du, w do, do 


=J, v) N Olu „v)). 
Mai scurt, N, = J Ny, într-un sens evident. 
edicem că dacă Ja > 0, atunci N, şi N, sunt vectori cu acee, 
celaşi sens, în punctele corespunzătoare. Dacă 
egulată, atunci versorul nolu, v) = Nelu) (numit şi normala unitară 
IN tu o) 


aşi direcţie şi 
$ este o pînză simplă şi 
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în punctele imagine) este invariant la schimbări de parametri ce păstrează 
orientarea, deci caracterizează o pînză simplă şi regulată. 


Definiţia XII. 9. Fie X o pînză de clasă C! în R, Se defineşte aria pînzei £ 
prin 


aE) = f SIN, v)idudv , ` 
A 


pentru o parametrizare e : A — Ri, pe IX, dacă integrala există. Se verifică 
imediat că a(2) este bine definită (nu depinde de parametrizarea ge £ 
aleasă). Dacă i 


p(u,v) = (Xlu, v), Y (u,v), Zlu, v)), 


atunci se arată uşor că 


Netu o) [s t,o), PZD tuo), Dee) 


D(u,v) Du,v) Dlu,v) 
sau, cu notații tradiționale 
DY,Z) -4  2(ZX) -p DED =C, N, = (A,B,C). 
Dlu,v) Du) D(u,v) ii gi 


` Deducem INI =VA? +B? +C? , deci 


aE) ffia +B2+C2 dudv. 
j š 


Vom încheia această lecție cu interpretarea integralei de suprafaţă, în limbaj 
de teoria cîmpului. Fie E o pînză orientată în Rê, p:4 >E, pe £şiao 
2 — formă pe imaginea lui X. Avem 


a = Păyndz + Qdzadx + Rdzady 
şi putem asocia cîmpul de vectori V = (P,Q,R). 


- {fpo DEZ , 0 DZD pu DEP) Zi ff iasi 
Je- ffe» eteo + Rog feao = ffor N, dudv. 


D(u,v) . . D(u,v) 


(Aici Vo) N, reprezintă produsul scalar euclidian). Mai departe, dacă 
N, + 0, atunci avem 


- fas oo Re Mo ldudo = [Vondo 
z å 9 A 


unde do = IN Idudv se numeşte element de arie (şi reprezintă evident o 
notație sugestivă). 


îi £ Determinaţi primitivele 1 — formei a = 


f: 


F- 


| 2. Să se calculeze fe +y 
y 


3. 10 exerciții 
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Sub forma f f V-ndo, integrala de Suprafaţă poartă numele de fluxul 
A 


‘cîmpului V prin porțiunea d 


pu e suprafaţă E. Această ; 5 
debit şi pe cea de flux termic stă noţiune extinde pe cea de 


3. 10 exerciţii 


1. Fie y arcul orientat definit 


în R? de drumul pa 
pe) = (1 + cos2t, sif2t, 2cost). Să s Pai mnet 


e arate că imaginea arcu 
pe un cilindru şi să se calculeze I= fe +y2)dz. 
Y 


rizat ọ : [0,27] > R, 
lui y se află pe o sferă și 


2)dx + 2xy dy, unde y este un are închis în R2, 


3. Se consideră 1 - forma a = dy -ydr 


Pope. » pe R? — (0). Calculați 


f & , unde y este cercul 
irf 

gură dată. Arătaţi că deşi o. verifică pe 
totuşi nu este exactă (adică nu este de tip df). 


2 22 2 = g 
ESY =R" parcurs în sens direct o sin 
BR“ — {0} condiţia din teorema Poincaré, 


(2xcosy — y?sinx)dx + (2ycosa — x?siny)dy pe 


i . 2 2 
5. Să se calculeze I= JE "dy ~ yd inan 
3 J an unde y este arcul ce are ca imagine porțiunea de 
x y2 
curbă x23 +y = a”, a> 0, cu 


i prinsă între punctele A = (4,0) şi B= 
o singură dată de la A la B. a i 


(0,a), parcursă 


6. Să se afle aria pînzei ob 


fr taie vag ținută prin 'secţionarea paraboloidului z = xy, æ > 0, y>0, 
ul x + y" = R? 


7. Fie pînza 5 dată de pînza parametrizaţă 
` x(0,p) = r(0,p)sin8coso 

310,9) = r(0,p)sinâsine 
` 2(0,p) = r(0,p)cose 


0<6<n,0< e < 27, r(0,9) > 0. Să se deducă formula 
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: or | 2 dr |, psi 0 rdðdọ . 
= — | sin“9 +|— | + r2sine r p 
a A a 


0<p<2x 


' 8. Folosind formula exerciţiului 7 să se determine o pînză parametrizată cu imaginea 
s= æy, z); 02 + y? + 22) = 2a2xy, xy > 0) şi să se calculeze -aria elementului de 
suprafaţă respectiv. 


| 
f 


9. Să se calculeze Järna unde £ este pînza orientată corespinéator feței exterioare 
Nile 


a elipsoidului 


10. 1) Fie ọ : [a,b] > R? un drum parametrizat de clasă C! şi fo funcţie reală continuă 
b 
pe imaginea lui q. Se defineşte ffas i foro idż. Calculaţi ffas : dacă 
E a P 


P) = (acost, bsint), te 10,2] , æy) = xy. 


2) Dacă ọ:A—> R? este o pînză parametrizată de clasă C! şi f o funcție reală pe 
imaginea lui ọ, se defineşte [fas = fa, fdudv (dacă ultima integrală există). 
ọ A 


Să se calculeze ffas > dacă fx,y,z)=y?z?+z°x? +x?y? şi q are ca imagine partea 
[i 
i A FI: SE 
din conul z2? = x? + 2, 2z>0 situată în interiorul cilindrului x? + y“ < 2ax, a > Q. 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


1. Pe imaginea lui y (pentru x = 1 + cos24, y = sin2t, z = 2cost) avem 
X? + y? + 22 = (1 + cos2t)? + sin?2t + 4cos?t = 4(1 + cos2t) = 4x, 
x? + y? = (1 + cos20)? +-sin224 = 2x 


A e 2 2_ Fi ii 2 2 = 2%. 
Deci imaginea arcului y se află pe sfera x? + y? + z2 = 4x şi pe cilindrul x“ + y 


2r 
2n j | _ 
Avem I= Í 2(1 + cos24) -2sinż)dt (formal dz = -2sintdt). Deci I =- 8 J cos?tsintat =0. 
o 
aa 


IPQ 


2. Avem pentru P = x? + y°, Q = 2xy, 


pe R?. Cum R? este stelat (de exemplu 
X i 


5.0 parametrizare admisibilă pentru y este x 


f în cazul de față 


. se trece la coordonate polare x = rcost, y 


„8. Să trecem în coordonate sferice x 
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în raport cu 0) şi y este închis, vom avea conform teoremei lui. Poincaré 


os? + yaz + 2ayay =0. 
Y 


3. Parametrizăm cercul x? +y? = 


R? prin x = Rcost, y = Rsint, te [0,27]. Este 
parametrizarea care defineşte arcul 


Y cerut în integrare. Avem 


2 
fe -ydr _ | Bteoste + sin?t) dt = 2n 
x2 +y? 3 2 
Se verifică uşor că forma o = A -Idr verifică pe R? — {0} condițiile din teorema lui 
$ x+y k 


Poincaré. Forma a nu este exactă căci integrala formei pe arcul închis y nu este nulă 
4. Pentru a = (2xcosy — y?sinx)dx + (2ycosx — x?siny)dy avem 


2 (2ycos - x2siny) = - 2ysina: - 2xsiny = 2. (0cosy -y2sinx), ! 
ară )y i 


Deci œ admite primitive pe mulţimea stelată R2. 


Putem calcula o astfel de primitivă 
folosind formula: 


1 i A 
fa,y)= fi2txcosty - t?y?sintac) + (2tycostx - t?x?sinty}y] dt = xĉcosy + y2cosx , 
] 5 


= acosĉt, y = asin", te [0,7/2]. După 
calcule se obține 7 = mat. 


6. Parametrizarea este (x,y) » (349,29) pentru x,y > 0, x? + y? < R?. Se arată imediat că 
în cazul parametrizării de tip y fay), (xy) e D aria se obține cu ajutorul formulei 


ai EYF 
Si 1 (Z [37] ww. 


S= ff Viss2+y? axy; l 


550 
xry? cR? 


= rsint şi se obţine 
Li 


Za R 
S= ff 1472 drar= A fr ter? ar = Efa Re 1], 
0 0 23 ` 6 


i 
= rsinBcosg, y = rsinOsine, z = rcos. Ecuația i 
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n 
y i i i <— de 
mulţimii S devine 74 = 2a?r?sin?0sinqcose, x > 0, y > 0 deci '0<6 sn, 0<9 7 
unde r(8,ọ) = asin8ysin?p . Se utilizează formula din exercițiul 7 şi se obține valoarea 


n’a? 
2 


i insing, z= < 7, 
9. Se  parametrizează 5 x =asinbcosg, y= bsin6sinq, , z= ccos®, 0< CĂ i , 
O < ọ <2n. Se arată cu uşurinţă că normala "corespunzătoare" acestei parametrizări 
este normala exterioară 


2r n 2r i 
feny = i nae d0dq = | [atsinecose dðdọ =0. 


10. 1) ei) = (-asine,beosp) ; 10401 = Va?sin?t + b2cos?t . Avem, 


3 $ 
R r ar 2 b2 

J E 2] 12 2 _ ab a?+ab+ 
fras = fobcostsintya?sin? + b2cos?i dt = ZI 
` 0 pi 


ÎN . 2, 2 _y2 
(se poate face schimbarea de variabilă a?sin?t + b?cos2/ = u“ etc.). 


2) O parametrizare admisibilă este z=Vx2+y2 , (xy) în interiorul cercului 
x? +y? = 2ax, INI = VZ ete. 


[. intervalului [a,b], a =t 


i i interioare intervalului la, 
E. Punctele în care aceste deriv; 
Ẹ Dacă ọ: [a,b] > R” este u 


LECŢIA A XIII-A 


FORMULE INTEGRALE, 
ELEMENTE DE TEORIA CÎMPULUI 


A 


INTRODUCERE 


În această lecție se prezintă formulele inte 


grale clasice carı 
între integralele curbilinii, duble, de suprafață sau de 
Green — Riemann, Gâuss — Ostrogradski, 
-7 Ne- i 


ză r iei cîmpului, folosit în 
mod curent în inginerie. 


1. Formula Green - Riemann 


Un drum ọ: [a,b] — R” se zice Cl 
fiecare interval E. 
b] există derivatele 


ate laterale sunt diferi 
n drum C! pe porți 


n 
a= O, 
| E 
unde g; : lt; pt] > R” este restricția aplicației ọla intervalul It; pt;]. Se arată 
j: tă definiție este corectă, în sensul independenței de diviziunea 


n plus, pentru drumuri de clasă C! (care evident pot fi 


considerate Cl — pe porțiuni), integrala coincide cu cea definită anterior (în 


lecţia a XII-a). 
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Se introduc în mod natural noţiunile de arc C! — pe porţiuni şi arc orientat C} 
pe porţiuni cu ajutorul relaţiilor de echivalență definite de difeomorfisme de 
clasă C! (respectiv difeomorfisme de clasă C! ce păstrează orientarea), ca în 
lecţia precedentă. Se arată că dacă y este un arc orientat C! pe porţiuni şi 
o este o 1 — formă continuă pe imaginea arcului atunci este bine definită 


integrala curbilinie fo s 
. Y 


Fie acum M o varietate de clasă C! şi de dimensiune 1 în R? (M se mai 
numeşte curbă de clasă Ci). Din definiția varietății, deducem că pentru 
fiecare punct (0yg) € M există un drum de clasă Cl, ọ : [a,b] > R? cu ọ') + 0 
pe la,b], to e (a,b) cu (to) = (x00) şi o vecinătate U a lui (x90) (în R?) aşa 
încît MO U să fie imaginea drumului ọ. Pe scurt, M este local imaginea unui 
drum Cl. 

Din ‘teorema funcţiilor implicite rezultă totodată că în vecinătatea 
oricărui punct (x0yg) e M, M poate fi descrisă de o ecuaţie y = q(x) sau 
x = yy) cu ọ (respectiv y) de clasă Ct, deci M este graficul unei funcţii. De aici 
rezultă. că în jurul fiecărui punct- (0;yg) e M, M împarte planul în două 
"părţi" anume, de exemplu, în punctele cu y < q(x) şi respectiv în punctele cu 
y 2 (x). Nu vom demonstra în detaliu acest fapt intuitiv clar (fig. XIII. 1). 


y> ef) 


y< e) 


Fig. XIII. 1. 


O mulţime compactă L c R? se zice curbă C! pe porţiuni dacă fiecare punct 
(x00) e L are o vecinătate U c R?, aşa încît L n U să fie imaginea (în U) a 
unui drum C! — pe porțiuni ọ : [a,b] — R?, unde ọ este injectivă şi derivata 
nenulă pe orice interval închis pe care q este Cl. Punctele unghiulare ale 
curbei L se definesc în mod natural, sunt izolate şi, cum L este compactă, în 
număr finit. Punctele din L care nu sunt unghiulare se zic puncte ordinare 
pentru L. Mulțimea punctelor ordinare ale curbei L formează o curbă de clasă 
C. 


- Definiţia XIII. 1. O mulţime compactă K c R? se zice compact cu bord 


‘dacă: r 
i) Frontiera OK a lui K este o curbă C! pe porțiuni. 
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ii) Pentru orice punct ordin: K C 
Ă ar (xoy) e 3) istă o vecină i 
care ðK o împarte în două mulțimi Ciete uri ? Vecinätate a lui oo) pe 


din puncte interioare lui K cealaltă din anete oap onente up formata 
i erioare. 


m z i (7) i : : 
ta, de o singură parte a bordului 9£. 0o) nea unui are și K se 
(transformîndu-l în arc orientat î K să e pol e inegal arcului 
ămînă la stînga cînd 


sensul" orientării (fi ga 
ă cade" în interiorul hi E 2) aul 


dk 


Xo Yo 


ă de baze orientate echivalente, 
((1,0),(0,1)). Se defineşte vectorul 
0) şi se pune condiţia ca vectorii: 


dinar (xy, 
0), în această ordine, să formeze o bază 


ă. Triunghiurii 
selor împreun: 


efinită integrala unei 1 — forme, pe bordul unui compact cu bord 


ă de clasă C! pe un deschis A c R. Definim 
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da = APAdx + dQAdy [Ee + Foha [Ea Poho- 
î dx dy ox dy 
= E - Pere $ 
ðs dy 

Se observă că do este o 2 — formă continuă pe A. . 

Fie acum 6 : A — B un difeomorfism de clasă C? între mulțimile deschise 
A,B cR?. Atunci pentru orice 1- formă o de clasă C! pe B, avem 
0'(da) = d(6'0). În adevăr, fie (x,y) variabilele pe A şi (u,v) variabilele pe B. 
şi scriem 0(x,y) = (u(x,y),v(,y)). Fie œ = Pdx + Qdy o 1 — formă de clasa C! pe 
B. Avem 


du du dd). 
8*a = Po0| dx + —d 20| — dy + —dy |= 
ui E "d we E "> v) 


ax 
; 9 du , peg 20 d du d 
d(8*a) =| —| Po 2 + Qo8 — |- —| Po CE + Q02 [iaz Ady = 
(8*a) E y e z) z z e zf sd 


2P du „9P dv Ju , pog u +[2Q du „20 du Eae 
ðu Ox ðv ðx 


du du du dv cală 
= | PoB.— + Q8- [dx +| Po0 — + Q0 2 idy şi dec 
-f w sg ) f e js i 


oD 


dy Oxdy lu dx ðv da joy ðxðy 


ƏP du _ ƏP v du du (ƏQ du IQ wv 92 
— | 1 a Po e shi duci tub Apt — Q00 —— dx Ady= 
(ae Ey ady Rrr Ae ode 
=[22 8 - 2P og | 2u 9v _ d du Ady = [28 «e - P «e Div) ax Aây, iar 
du gu ox dy dy ðx LOU d D(x,y) ! 
e*(da) = 0° 20 - 2P puha- 2R ag - IP eg PUV) a Ady 
ðw ðv du dv Diac,y) 


` (am folosit o formulă stabilită în lecţia precedentă). Deci într-adevăr, 


d(0'0) = 0"(da). 


Putem formula acum teorema fundamentală a acestui paragraf. 


TEOREMA XIII. 1. (G. GREEN, 1793 — 1841, B. RIEMANN, 1826 - 1866). Fie 


-KCR? un compact, cu bord orientat şi & o 1 - formă de clasă C! în 


vecinătatea lui K. Atunci 


[fac = fo (formula Green - Riemann). 
K dK o 


1. Formula Green — Riemann 


Pentru a lămuri enunţul, să considerăm O = Pax 
l = + 


oF Qdy. Atunci 
da = A a 

: E Fling 4 i 
Conform definiţiilor generale, 


do = [[[20 22), 
Pe- M-E 
(deschişii în plan se "parametrizează 


"şi integrala se restrîng la K). D 
Green - Rieman în forma 


R-E- [Parga], 
aK 


pentru orice două funcții P,Q de clasă c! 


prin aplicația identică" ; 
eci în definitiv, Put i am tacă 


em scrie formula 


pe un deschis din plan Care conține 


Comentariu. În teoremă apare o 


"r, Statai 
O diferenţiala sa, anume: aloca 


compact +> bord şi 1- formă o 


(bord orientat) atunci 


b 
f f'dt = fb) - fa) deci o formulă de tip 


g interpretează ca integr: 
;. respective şi cu semnul 


Green — 


Riemann, unde integrala pe bord se 


ală în raport 


cu măsura Dirac c î 
rin cal oncentrată în punctele 


LEMA 1. Fie K = (x 3 
A1. K= W) |a <sxzsb, Oyz ( 
ncţie de clasă Cl, g > 0. Atunci K este în a. 


| 9 : [a,b] > R este o 
orientat şi are loc formula Green — Riemann pe K. 


ural un compact cu bord 


| r i e Yy Y» Ya» Ya (pe 
fi ; = Pdz + Qdy o 1 — formă diferențială 
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Y3 
Ya K Ya 
a Y b 
Fig. XIII. 3. 
Avem 
dle) b x _ l 
3P dxdy = ji 9P ay JIPE, oa) - Ps, 0)lâx =- [Pâx - [Pax 
d d EJ Yı Ys 
l 3y Ao Y ja 
k ăt: > 
Deci - [faxa - f Pax, căci evident [Pax = [Pax = 0. Vom arăta că 
ii K EJ òK Y2 Ya 
ffar- few. 
ox FA 
k 
i / „_aU 
i | 3U - [22 mn şi —=Q. 
Să definim Dep = [Onan . Avem = [z y 


i (2Uax=- [2Uay=- (Qay.Da 
Deduoar famos [Faes Say desi Sode- lao g ar 


dU ax = - ff2 3U lazay, aşa cum am arătat deja. Este clar că 
f E A dy | əx 


2faU)_ ə [20 ce. pân = 20 şi astfel | Ray = fos. 
la] dl ax % ERG oR 


Lema este demonstrată. 


ă C? ce păstrează orientarea 
ie 6: difeomorfism de clasă C“ ce păs 1 ra 
ora iata APEE A bord orientat în A. Dacă formula 
îi işii A,B c R? şi K un compact cu bo: î og 
e este adevărată pentru L = 0(K), atunci este adevărată ş 
řeen — 
pentru K. 


TRA’ ină i istă o 
i ă ă C! în vecinătatea lui K. Exis 
. Fie a o 1 — formă de clasă tatea Tuni ri 
leg ali de clasă C? B în vecimătatea lui L astfel încît œ= 0°B (0 e 
— fo i 


1. Formula Green — Riemann 


difeomorfism de clasă C2). Cum bordurile 3K şi ƏL se core 


evident feg = fB = ffag = ffa- [face:p deci [a = (fac, ceeace era 
ð- a A k K åK k 
de dovedit. În şirul de egalități de mai sus, relația ffap = ffi 0*(d8) este 
. L K 


tocmai teorema de schimbare de variabilă (sau independenţa integralei de 


suprafaţă de parametrizarea în clasa de orientare), iar [foncap) = ffi d(0*p) 
i K K 


A s +, iai i n 
rezultă din relația 6 (dB) = a(0”), stabilită înaintea enunţului teoremei. 


— Riemann are loc 


m 
sensuri opuse (ca în fig. XIIL 4. a), unde m = 3 rezultă fo = ȘI 


m 
a= 5 [da = (aa. 
dk i-l 1 i J I 
Acest caz este suficieni 
teoremei XIII. 1 se preci 


í 
K 


t în multe aplicații. În cazul 
izează astfel (fig. XII. 4. b). 


NS 


0k 


TD 


a) b) 


Fig. XIII. 4. 


"figuri" ca în lema 1, eventual rotite, în 

i K; pentru aceste "figuri" are loc formula Green — Riemann . 
i de lipire, vom deduce formula p 
Există o funcţie V de clasă Ce 


pe R astfel încît y) = 1 
0, pentru |t| > 


r + e şi O < W) < 1 pentru orice £ e R. 
0 ż<0 


ìi este de clasă C° pe R, după cum se 
e ê ż>0 


EMONSTRAȚIE. Funcția p) = 
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pE) 
pE) + ple -2) 
R, 0O<p,<1 şi p,Œ@)=0 pentru ¿<0 şi p) = 1 pentru tZ e. Să definim 


poate verifica cu uşurinţă. Funcția p,(¢) = este de clasă C” pe 


` funcţia y) = 1- p„(]E| — 7). Se verifică uşor că y este de clasă C” pe R. În 


plus, w(t)=1 dacă |ż] <r, yŒ)=0 pentru |i|>r+e şi în mod clar 
0 < y < 1. Graficul funcției y este reprezentat în fig. XIII. 5. 


Fig. XIII. 5. 


y mice 2 
Să observăm că funcţia (x,y) = y(x)y(y) este de clasa [9 pe R^, 0< os 1, 
(x,y) = 1 pe pătratul [-r,r}] x [-r,r] şi y(x,y)=0 în exteriorul pătratului 
[-r-e,r+el x l-r-e,r+el. 


DEMONSTRAȚIA TEOREMEI XIII. 1. Fie Kun compact cu bord orientat, dK bordul 
lui K şi a ca în enunţul teoremei. Pentru fiecare punct (0yp) e K vom 
considera pătrate centrate în (x00), după cum urmează: dacă (0o) £ OK 
(deci (x00) este interior lui K) considerăm două pătrate cu laturile paralele 
cu axele, centrâte în (xoy), conținute în K (fig. XIII. 6), iar dacă (xog) € OK 
şi este un punct ordinar, considerăm pătrate centrate în (x9yg) cu laturile 
paralele cu tangenta respectiv normala la 3K în (0.yo) (fig. XIII. 7), aşa încît 


` local 3K să fie dată de (să zicem) y = ọ(x) şi graficul lui q să fie ca în figură; 


î ă ] i ătrate centrate în (x00) 
în fine, dacă (x9;yg) este un punct unghiular, se aleg pă a oI 
cu laturile paralele cu bisectoarea unghiului făcut de tangentele "laterale în 
(X070) şi cu perpendiculare în (x0;yg) pe aceste bisectoare şi suficient de mici 
(fig. XIII. 8). 


Fig. XIII. 6. Fig. XIII. 8. 
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În acest mod, se obține o familie de pătrate concentrice Po, Va PA pe de 
felul celei de mai sus Pay lasi Ray K fiind compactă, există o familie finită de 


pătrate Panya Reyi, n astfel încît interioarele pătratelor P,y, acoperă 
K. Asociem fiecărui cuplu de pătrate Pany) E Qy cîte o funcție 4, ca în 


finalul demonstrației lemei 3 deci ®; = 1 pe Pa şi 0 în afara pătratelor 


Qayd 0<®; <1 şi ®; de clasă C° pe R? (ceea ce este evident posibil). 
Funcțiile : 
A RE 2; 
à t D 1+ +O, 
sunt de clasă C” în vecinătatea lui K, OSN <1, à; = 0 în afara pătratului 
n XI 
Qay)» Pentru orice i şi E usi pe Poy Y UP) (deci şi pe K). (Se zice 
isa 
că Aisin formează o partiție a unităţii). Pentru fiecare i = 1,...,2 punem 
n 
a; =x şi a= 5 G;. Alegînd pătratele descompunerii suficient de mici,, 
i=1 4 
putem presupune că a; sunt 1 — forme de clasă C! în vecinătatea lui K. 


Formula Green - Riemann va rezulta din ce vom obţine pentru fiecare o. 
Pentru pătratele ce corespund punctelor interioare în K, conform lemelor 1 şi 


2 se poate aplica formula Green — Riemann şi avem f dai = Í a;=0 şi 
Qui Deiro 

avînd în vedere că a estè nulă în exteriorul şi pe frontiera lui Q. Dacă avem 
NK, 


Ji 


un punct (x,y;) e 3K, din nou cu lemele 1 şi 2 avem pentru K; = Qo, 


fe fe Jim fac, 


K 


deoarece œ; este nulă în exteriorul şi pe frontiera lui Qa, >) + Deci formula 
Green - Riemann are loc pentru orice œ;, deci pentru o. : 


EXEMPLU, Fie K un compact cu bord orientat (în R?) Aplicînd formula 
Green — Riemann 1 — formelor xdy şi ydx, obţinem 


fz% x | [a:ay = aria(K), [ax = - ffaxay E, -aria(K), 
dă: K òk k i 


de unde formula pentru calculul ariei lui K, printr-o integrală curbilinie: 
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De exemplu, în cazul unui disc K = (42 + ps R2, considerăm parametrizarea 
x = Rcost, y = Rsint cu t e [0,2%], pentru 3K şi rezultă 


E: 2r 
xdy - ydx = (R?cos%t + Rĉ?sin?t)dt , deci ariaK = = [Ra =R. 
$ 0 


Vom aplica în cele ce urmează formula Green - Riemann pentru cazul 
funcţiilor olomorfe. 


Fief: A > Co funcţie continuă, unde A c C este o mulțime deschisă nevidă, 
f =u + iv, unde u = Ref, v = Imf şi fie z = x + iy variabila complexă. Definim 
1 — forma f(z)dz ca fiind Az)dz = (u + ivXdx + idy) = udx — vdy + i(udy + vdx), 
deci în fond Az)dz se poate identifica cu perechea de 1 — forme reale 
(udx — vdy, udy + vdx). Pentru orice arc orientat y de clasă C! (pe porţiuni), 
cu imaginea conținută în A, se defineşte integrala curbilinie complexă 


[iaz = fude -vdy +i fudy +vdx. 
Y AR Y 
O funcție f : A -> Cse zice olomorfă pe A (vezi lecţia a V-a) dacă pentru orice 
Zo E A există (în C), limita 
lim fe) -Rzo) i 
z>z 2-29 
notată Feo). Notînd z — Zo = h, rezultă 
lim AZo + h) - Azo) 
h=0 h 
Luînd } real (h — 0), deducem imediat că 


= fzo). 


Pe) = Z (rosia) + i2? (xy), unde zo = xo + iyo 
9x dx 
Luînd h de forma h = ik, k real (k — 0), obținem 
, a „a 
if(z9) = Jeo + E Yo) 


Rezultă că au loc relațiile 
d d a 
aoyo) = gew , gew = -E oyo). 


Am demonstrat astfel 


TEOREMA XIII. 2. Dacă f este o funcție olomorfă pe un deschis A c G 


1. Formula Green — Riemann 


f=u+iv, atunci sunt verificate condiţiile 


Aceste ecuaţii se numesc ecuaţiile (condiţiile) Cauchy - Riemann. 
Demonstrăm acum trei dintre rezultatele principale ale Analizei complexe. 


TEOREMA XIII. 3. 


(Formula lui Cauchy). Fie K un compact cu bora 
orientat în C şi f o fu 


ncţie olomorfă (de clasă C?) în vecinătatea lui K. Atunci 


à fRòdæ=0, 
dK 


DEMONSTRAȚIE. Să observăm că s-a pus condiţia f de clasă C! în paranteză 
pentru că se poate demonstra că dacă f este olomorfă atunci rez 


e ultă de clasă 
C°. Fără a intra în aceste detalii, vom presupune că f este de clasă C! şi fie 
f=u + iv. Atunci 


ffod- fudr-vdy +i [dy vaz. 
dK 


ðk ðk 
Dar 
dv _ du : 
udx -vdy = fè - Feo =0 şila fel, | udy+vdx=0 
Í | dx dy f 
folosind formula lui Green - Riemann şi condițiile Cauchy - Riemann. În 
definitiv, 
[hoaz=0. 
òK 


TEOREMA XIII. 4. (formula integrală a lui Cauch 


y). Fie Kun compact 
cu bord orientat în C şi fo funcţie olomorfă (de clasă Cl) în vecinătatea lui K. 


l . Pentru orice z e Kinteriorul lui K) avem 


fed =- | R2 az. 
2ni gZ -Zo 


DEMONSTRAȚIE. Alegem r > 0 astfel încît discul închis z; 
conținut în É. Să notăm K, =z e K jz -z| 2r}. K, este un compact cu bord 
orientat, bordul lui K, compunîndu-se din bordul 3K al lui K reunit cu cercul 
lz — 29| = r orientat în sensul acelor ceasornicului (fig. XIII. 9). 


|z — zol <r} să fe 
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ðK 


Fig. XIU. 9. 


Funcția fe) este olomorfă în vecinătatea compattului K, (cât de funcții 
e ai Zo 


olomorfe), căci zg e K, Aplicînd formula lui. Cauchy, deducem ` 


IO ao. 
a, 2 720 


Deci 


0= | je area f2 az, 


ai, 2 720 dk 2 Žo 2 20 


unde y, este arcul orientat ce rezultă din parametrizarea £ > Zg + eit, t e [0,27] 
a cercului |z - zo| = r. În definitiv : 


JL ae [oa 


3 2 -Zo 3,2 20 


Pentru calculul fe) dz observăm că în general dacă e: [a,b] > C este un 
2-29 
Yr . 


drum parametrizat de clasa Ci, avem 


| a 
- Jenăz= [aoeoa. 
9 a 


Deci 


N Í fo da =i na, +reit)dt: 
0 


2-2 
I 


Facem acum r — 0 şi obținem la limită, 


E. zo are loc o dezvoltare în serie de forma fz)=y 


1. Formula Green — Riemann 


301 


deci formula integrală Cauchy. 

Ca o aplicaţie a formulei integrale Cauchy, 
olomorfă (de clasă C!) este local suma unei 
analitică) şi în particular de clasă C”. Ace 
contrast cu situaţia funcţiilor de variabilă reală 
dată nu rezultă analitică). 

Fie în adevăr f olomorfă (de clasă Cl) într-un deschis A CC şi zy € A fixat. 
Făcînd o translație, putem presupune că Zo = 0 deci f este olomorfă într-un 


disc |z| < R. Alegem r astfel încât 0 < <R şi aplicăm formula integrală 
Cauchy pentru discul z| <r şi u cu Ju| <r. Deci 


sä arătăm că orice funcție 
serii de puteri (deci este 
st rezultat este în profund 
{unde o funcție derivabilă o 


3 fu- L [IO az: 


2ni? z-u 
Tr 


` unde y, este cercul |z| =r ete. Scriind 


1 = 
z-u 


1. 
SaL 
z 
şi cum pentru |z| =r avem |u/z| < 1, rezultă 
1 S un 


i D PTEI (serie UC). 


Se înmulţeşte cu 2) şi se integrează termen cu termen pe y,. Notînd 


=_L_f f2) 
ün = | > 
2ni y anl 


pentru n 20 şi O<r<R, rezultă f2)= $ auz", în lz] <R deci f este 
n=0 x 


analitică în vecinătatea oricărui punct din A. 


TEOREMA XIII. 5. O funcţie f: A — C de clasă CI pe un deschis A este 
olomorfă dacă și numai dacă este analitică. 
DEMONSTRAȚIE. Dacă f este olomorfă, am arătat mai sus că este analitică. 
Reciproc, dacă f este analitică în A, fie V z) e A. Atunci într-o vecinătate a lui 


az - 209) deci 


n=0 
fæ) = Azo) 


=a; taz(z-29)+... şi limita lim Ro -feo 


=a] + Qa(2 - Zo) +... 
Z -Zo zz 2-29 


există şi este egală cu a, deci feste € — derivabilă şi z}. 
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2. Formula Gauss — Ostrogradski 


Pentru a obţine în R? o formulă analoagă formulei Green - Riemann, vom 
urma aceleaşi idei dezvoltate în paragraful precedent adaptate la noua 
situaţie. Pentru a nu mai intra în detalii algebrice, vom trata pe scurt 
3 — formele diferenţiale în R°. Se ştie că i 

(*) dxadx = dyAdy = dzadz = 0, 

dxady = ~dyadx, dxAdz = -dzadx, dyadz = —dzAdy, 

Vom considera şi produse dxA(dyAd2) şi celelalte combinaţii, asociative prin 
definiţie şi respectînd regulile de calcul (*). Vom extinde apoi prin liniaritate 
aceste produse pentru combinaţii liniare. Expresia dxA(dyAdz) va fi notată cu 
dxAdyAdz ete. Se observă că printr-o permutare pară valoarea nu se schimbă 


iar printr-o permutare impară se schimbă semnul (dxadyadz = —dyAdxAdz 
etc.). 


O 3 ~ formă pe M c RÊ este prin definiție o expresie p= fàxadyadz cu 
f: M > R; clasa formei este dată de clasa funcției f. Dacă 


& = Pdyadz + Qdzadx + Rdxady 


este o 2 — formă de clasă C! pe deschisul A c R? cu P,Q,R e CXA) definim do 
prin 


da = dPAdyAde + AQAdzAdx + dRAdrAdy = 
AP 3P, 9P R.. R 28 
= | oda + IP ay + 2P az bayAaz + [20 ax + 20 ay + 2R az MdzAda 
Eagon e F Ear h ` 
+ [2E ax + 2E ay + 2E de azAdy = [2P + 28 , 3R dxAdyAdz 
dx dy dz Ox dy æ 


deci da eşte o 3 — formă continuă pe A cu 
f= 2P + 3R + OR 


dx dy 2 
Dacă 0 : A > R°, 6 = (0,,0,03) este o aplicaţie de clasă Ci, atunci 
D 8 ; 
d0,Ad8, Ade, = 2Cr 02 "du Adu Adi = du Adv Adu, cu (u,0,w) € A. 
. u,v, w 


Pentru orice 3 — formă B = fdxadyadz, se pune oB = (f20) JgduAdvadiv. Se 
verifică uşor că pentru o 2 — formă o şi o aplicaţie 0 de clasă C?, avem 
d(0'0) = 0“(do). Dacă P = făxAdyAdz este o 3 — formă pe M c RE, definim 


fB- [f [paxayaz, 
M M 


în ipoteza că integrala a doua are sens. Din cele de mai sus, rezultă că dacă 
8:A >B este un difeomorfism da, clasă C! între deschişii A,B din RS cu 
Je > 0 şi B = făxAdyAdz este o 3 — formă integrabilă pe B atunci 0p este 
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integrabilă pe A şi fes = fi B. În adevär, conform 
4 B 


definiţiilor, 


B = F8) Jyduadvadw şi totul revine la 
fS [E Jadundvndw =f fffäxdyaz, 
A B 


care este tocmai teorema de schimbare de variabilă. 


Fie acum K = (4,2) € R | (xy) e D şi 0 <z < g(x 


9), 9 2 0), unde ọ :DoR 
este de clasă Cl, iar D este un dise compact în R? (fig. XII, 10). 


Fig. XIII. 10. 


Frontiera lui K este formată! din mulțimile £ 


v Žo Za (discul D, porțiunea 
laterală de cilindru şi "capacul" 


A format din punctele (x, p(zry)), cu (xy) e D. 
| Vom arăta că Zi, Èp Za se pot considera ca "suprafețe" orientate. 


i. Pentru Z -lucrurile sunt clare. Vom "orienta". £, 
(sensul descrescător al lui 2), 


după normala exterioară 


i Pentru Z; vom considera pînza parametrizată (x,y) => (4,y,(p(2,y)) şi elementul 


-2P 4 


= 


dy 


de suprafaţă orientat după normala exterioară (£ ) (normala 
DZ 


ace cu semiaxa pozitivă Oz un unghi ascuţit). 
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Cît despre E}, este clar că, local, pentru orice punct pe Z, (ce nu este în £, sau 
în X), XZ, este imaginea unei pînze parametrizate (cilindru) şi vom fixa 
orientarea normalei exterioare. Să luăm 2 — forma a = Rdxady, cu R de clasă 


fas far fe. în mod 


C! în vecinătatea lui K. Punem prin definiţie fe = 
K E - AIE A 


clar fo =0 căci normala la £, este perpendiculară pe Oz. 
Za 


fe = - [[Ræ,y,DdzAdy, fo = S[RE.y, p, yDdrAdy . 
z D i Sa D 


1 
Pe de altă parte 


ii p(x,y) 
fe ptr E 


dx dz = S[Re YP ,y)) - Ry ,0)] dxdy 
D 
În definitiv, i 


[pi 


formulă asemănătoare formulei Green - Riemann şi numită formula 
Gauss - Ostrogradski (C. F. GAUSS, 1777 - 1855; M. V. OSTROGRADSKI, 
1801 - 1861). Desigur avem aici un caz foarte particular de compact K cu 
"bord" orientat în Rê şi un caz particular de 2 — formă. Se mai spune că un 
compact ca mai sus este "simplu" în raport cu z. Este clar că se pot obţine 
rezultatele analoage pentru compacţi simpli în raport cu y respectiv x şi 
2 — forme corespunzătoare. Folosind proprietatea de invarianță a integralelor 
3 - formelor prin difeomorfisme ce "păstrează orientarea" (adică cu 
jacobian > 0), se obţine că pentru un compact simplu în raport cu una din axe. 
cu frontiera orientată după normala exterioară, formula Gauss — Ostrogradski 
este valabilă pentru orice 2 — formă de clasă Cl, 


a = Pdyadz + Qdzadx + RăxAdy. 


"Pentru a generaliza formula Gauss — Ostrogradski, se definesc compacţi cu 
bord orientat în R? ca mulţimi compacte K c R° astfel încît pentru orice 

` punct (x00220) e OK (frontiera lui K) există o vecinătate deschisă V a lui 
(4c0;Y0;20), astfel încît V n K să fie difeomorfă (clasa.02 cu păstrarea orientării) 
cu compaci "simpli". Se orientează OK după normala exterioară. Folosind o 
tehnică de partiție a unităţii, similară celei folosie la stabilirea formulei 
Green - Riemann, obţinem: 


TEOREMA XIII. 6. (formula generală Gauss - Ostrogradski). Fie K un 
compact cu bord orientat în R? (bordul 3K orientat după normala exterioară) 


şi o = PdyAdz + Qdzadx + RdxAdy o 2 — formă de clasă C! în vecinătatea lui 
K. Atunci | i 


fa= aa, 
E Kk, 


sau mai explicit: 


3. Formula lui Stokes 


i 305 
| PâyAaz PAn E 20 , IR az 
òK lo % i 
OBSERVAȚII. 1) Pentru definirea integralei Í f , 
' O se poat A ME IRI 
Í poate folosi partiția unității; 


în aplicații se face o descom unere cony: ilă AREA aia 
suprafață (ca în cazul sii ata i A A bordului OK în elemente de 
2) Este clar că se poate generaliza formula lac i 
puncte "singulare" deci elementele de suprafaţă ce 
de clasă C? "pe porțiuni", Nu intrăm în detalii. 


azul cînd bordul lui K 
definesc frontiera it 


OK 


i Fig. XIT. 11. 


|. 3. Formula lui Stokes 


Fie ọ:A> R? o pînză parametrizată (A c R? fii i 

` r r ind o mulțime deschisă şi 
É: conexă). : Notăm (u,v) EA şi (xy,z)e R3 şi u,v) = (Xlu, v), Ytu, v), Ziu o. 
i; Reamintim că pinza este simplă dacă $ este injectivă. Pînza se ie 
: regulată dacă ọ are rang 2 în orice punct. 


Un element de Suprafaţă bordată în R? 
încît există 5 pînză simplă şi regulată 
|: compact cu bord K cA astfel încît S = ol 
bordul lui S şi se notează ƏS. Să observăm da 
|; echivalentă cu P, atunci există un unic compact cu un bord L c D aşa încît 
E w(4L) = S şi YOL) = ƏS. În plūs, dacă 0 este o schimbare de parametru 
= Ọ= y, atunci 8K) =L şi 0K) =ƏL. Deci noțiunea de element de 

ă este obţinută dintr-o pînză (definită în lecţia a XII-a), 
Ha unei parametrizări admisibile la un compact cu bord. Accentul 
a fost pus aici pe imaginea pînzei. Aria elementului de suprafaţă bordată S 
se defineşte ca aria pînzei e! deci ca fax, du dv şi este independentă de 
Fig 


este o submulțime S c RÊ astfel 
de clasă C?, ọ:A— R? şi un 
- Mulțimea q(AK) se numeşte | 
că y : D > R? este o pînză C2 


şi de K (WK) = S). 
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Fie acum a = Pdx + Qdy + Rdz o 1 — formă de clasă C! pe un deschis A c RS. 


Definim 


da = dPAdg + AQ Ady + ARAZ =| 2P ax + 2P ay + 2P az ax + 
dx ay dz 


1[ 20 ay + 90 ay + 2R az 
dx dy az 


dy 02. 
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Ox 


Deci da este o 2 — formă continuă pe A. 


Fie : A — RE, ọ(A) c A o pînză parametrizată de clasă C?. Avem pentru orice 
9 0, 


1 — formă a de clasă C? pe A 


Demonstrația acestui fapt este o simplă verificare cu ajutorul definiţiilor. 


Fie acum S un element de suprafață bordată în R, ọ:A— R? o pînză 
parametrizată K c A, p(K) = S ca în definiţia elementului de suprafaţă şi K 
un compact cu bord orientat. Orientăm S considerîna clasa de orientare (deci 
elementul de suprafaţă orientat) definită pe q. Aceasta revina la a considera 


normala 


9 


şi versorul normală unitară 


Fie B o 2- formă continuă în vecinătatea lui S şi ọ:A— R? o pînză 

parametrizată, Kc A, q(K)= S. Definim fe = [ee . Să observăm că 
s «* 

integrala nu depinde de pînza parametrizată admisibilă în clasa de orientare. ; 

Să luăm a = Pdx + Qdy + Rdz o 1 — formă de clasă C! în vecinătatea lui S. 


Avem fo = foo din definiție. Mai departe, fo = [Joao = ao. Dar 
S K K 


ðS OK 


pe compactul cu bord orientat se poate aplica formula Green - Riemann, deci 


dy 


Jena + e - 
dx 


dloa) = ș'(do). 


Ny. 


IN, 


ƏS considerînd în mod natural orientarea indusă |g de pe bordul lui K (3K 
este o reuniune de imagini de arce orientate etc.). Astfel orientat, S devine un 
element orientat de suprafață bordată. Se mai zice că orientarea pe S 
este compatibilă cu cea de pe 9S ("regula mîinii stîngi": parcurgînd ƏS în 
sensul orientării cu capul spre sensul normalei la S, S rămîne la stînga). 


ce caracterizează orientarea. Vom orienta 


N -[DE2 DZ. DAP 
Dv) ' Div) ' Duo) 


9P 
dy 


Ady + AR gy + AR ay + E az dz = 
ax oz | 


[E-on „(22-22 
az 


ien ; 


| TEOREMA XII. 7. 


È de clasă Ci în 


e 


F (integralele se definesc ca 


işi se poate arăta e 
lemente). 


3. Formula lui Stokes 


[s-ar 


În definitiv, 


fo~ faal 


dS 3 


Aceasta este formula lui J } 
4 -G. STOKES, 18 j 
J. C. MAXWELL) pentru elemente de suprafață da 


= 


Fig. XIII. 12. 


(formula lui Stokes) 


vecinătatea unei suprafeţe bordate orientate S. Atunci 


fe 


[CE [ee [eF fi 


i %, ; 
i i i 
nu depind de descompunerea particulară a lui S în 


903 (profesor “al 


-Fieo = Pdr + Qdy + Rdzo1 — formă 
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4. Elemente de teoria cîmpului 
Fie U c R un deschis nevid. 


Definiţia XIII. 2. Prin cîmp scalar în U se înţelege o funcţie o: U > R, de 
clasă C!, cu valori scalare. Un cîmp vectorial în U este o aplicaţie v : U > RÊ 
de clasă Cl; componentele (P,Q,R) ale lui v sunt cîmpuri scalare. 


Pentru orice c e R, mulțimile ((x,y,z) e U | e(x,y,z) = c} se numesc suprafeţe 
de nivel pentru cîmpul scalar q. Pentru orice punct a = (xoyozo)e U, 
gradientul cîmpului scalar q în SA a este vectorul 


VP = grada = Zo.: (a), % 2? (a), de zo) 


Cîmpul vectorial Ve = grade asociază oricărui punct a e U, vectorul V,ọỌ şi 
se numeşte cîmpul de gradienti asociat lui ọ. 


Se cunosc proprietăţile de calcul ale gradientului. Adäugam o proprietate 
geometrică importantă: 


` TEOREMA XIII. 8. Dacă ọ; U >R este un cîmp scalar, a e U şi S- este 
suprafața de nivel trecînd prina, atunci gradientul V,q, presupus nenul, este 
normal la S. 


DEMONSTRAȚIE. Trebuie arătat că Vp este ortogonal planului tangent 7,S. 
Ecuația suprafeţei S este q(x,y,z) = (a). Fie Y v e T,S deci există un drum 
parametrizat de clasă Cl, y: I — S situat pe S şi există to E I cu Kip) =a şi 
Yt) = =v. Punînd Vte L KE) = (x(t) y(t), z(t)), rezultă ox) yt)zt)) = ga). 
Derivînd în raport cu t, rezultă <V y9, Y> =0 şi meid t = to, <V,9,v> = 0 
deci Vp este ortogonal pe v. 


EXEMPLUL 1. Dacă q este cîmpul scalar al temperaturilor (deci Y (x,y,z) e U, 
(x,y,z) este temperatura în acel punct), atunci suprafeţele de nivel ale lui ọ 
se numesc izoterme.’ Un exemplu tipic de cîmp vectorial îl constituie cîmpul 
vitezelor ' particulelor (asimilate cu puncte) ale unui fluid situat într-un 
recipient. 


EXEMPLUL 2. Fie O un punct material fixat; pentru orice M z O se notează 
r = OM (vectorul de poziţie) şi r = |r]. Forţa de atracţie newtoniană realizată 


am", - 
de O în M este F=-__ 1 2I (a>0 constant, 7247 masele punctelor O 


r r 


şi M); notînd k = amm, rezultă F = 


r = (9,2), r =x? +y? +z? şi F= A, 


ră. 


he Introducînd toordonate rezultă 
E ui 


2, |. Se obţine un cîmp vectorial 
7375 
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în U =R? 


A {0}, numit ef i ; 
rerl cîmpul newtonian realizat de O. Direct din definție 


Vr = grada? ea) 23 zl 
777 


r 
Lai 
1 


şi mai general VAr) =fi(r)-£.. dar, V| j=- 1r i ca 
= Aşadar, y= S şi cîmpul newtonian 


rezultă un cîmp de gradienţi în deschisul U = Rê | (0), anume 


E să iii i (2) 
J pă ry rio 


Definiția XIN. 3. 


UcR?, Fie v = PQ, 


R) 
Pentru orice punct a e un cîmp vectorial de clasă C! într-un deschis 


U, se pot defini divergenţa lui v în a, 


90 ƏR 
AP (a) Biia 
a t ay oO 


divuv = 


şi rotorul lui v în a, 


[ƏR dQ 

roto =| 2E (ay - dP OR 

( yo o Oo-Zo, Tea) - 28 aP 5o) 
Sunt definite astfel un cîmp scalar, 


3 divo = 2P , 3Q , ƏR 


oOo d ð d 
4 ŞI un cîmp vectorial, rotv, cu componentele 
ðP _ OR 


wR I po DP_IR 220 aP 
7 y E z w? k y 
împul v se zice solenoidal în U q 

: „irotaţional dacă Ya e U, Totav = a data ca 


0. Cîmpul v se zice 


< Direct din definiție, rezultă următoarele reguli de calcul: 


EL dive = 0, rote = 0 pentru orice vector constant e; < 
- div(v + w) = divv + divw, 
i iv(0 x w) = w -rotu — v-rotzo, pentru oric 
E. 3. divlav) = 


rot(o + w) = rotv + rotw şi 
e cîmpuri vectoriale vw; 
=. adivv, Tot(av) = = arotv, a € R constant; 


a. div(qv) = adivo + <v, V 
o>, rotipu E 
scalar g şi orice cîmp vectorial v. 9v) = grotu = v x Vg, 


divr = 3, rotr = 0, div(e x r} 
= d; ti = 
€, r fiind vectorul de poziţie. Sea 


pentru orice cîmp 


, pentru orice vector constant 


6 Dacă Ọ şi v sunt cîmpuri de clasă c20), atunci 
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div(gradọ) = div( 2% , 2%., 29 = 2 [22 „2 [29\ 2[2e|- . 
ax dy 02| x| əx) y| Əy Oz az : 
2 
„20 Po, PI ag 
dx? y? æ? 
(laplacianul lui ọ, după numele lui P. LAPLACE, 1749 — 1827). După calcule 
imediate rezultă relațiile: 
div(rotv) = 0 şi rot(gradọ) = 0, v şi ọ de clasă g 
7. Oricărui cîmp vectorial v = (P,Q,R) i se pot asocia © 1l- formă 
a = Păx + Qdy + Rdz şi o 2 — formă ß = Pdyadz + Qdzadx + Rdxady, de clasă 
C? pe U. Atunci ` 
du - (2E _ 20 Jayra + [2P - 2E laznaz + |22 - 2E JasAdy 
Oy &z oz ax Ox dy 
deci da are drept coeficienți componentele lui rotv. În mod similar, 
ap -[22 + 20 + 2R laxAayAaz 
Ox y 02 
deci este o 3 — formă cu coeficientul tocmai tocmai divv. Aplicînd lema lui 
Poincaré, rezultă că dacă da = 0, atunci există ọ astfel încît œ = dọ; aceasta 


revine în limbaj vectorial: dacă rotv = 0, atunci local există q astfel încît 
v = Vo. În mod similar, dacă dp = 0, atunci există o 1 — formă y astfel încît 


p = dy deci dacă diwo = 0, atunci local există un cîmp un cîmp vectorial w ` 


astfel încît v = rotw. Cu alte cuvinte, orice cîmp irotaţional este local un 
cîmp de gradienţi şi orice cîmp solenoidal este local un cîmp de rotori. 


EXEMPLUL 3. Fie E cîmpul electric, B cîmpul magnetic, variabile în timp și în 
spaţiu, considerate într-un domeniu de studiu asimilat cu deschis U c R!. Se 
notează cu p(x,y,z,t) densitatea de sarcină, J densitatea de curent şi cu c 
viteza luminii. Din considerente fizice, J. C. MAXWELL (1831 — 1879) a dedus 


ecuaţiile următoare care îi poartă numele: 
rotě = - 12B rotB = 40 + LE ,divE = 4np „divB =0. 
c ot c c ot 


Dealtfel operatorii "div" şi "rot" au fost introduşi de Maxwell tocmai în 
legătură cu stabilirea şi studiul ecuaţiilor cîmpului electromagnetic. Din 
ecuaţia secundă, aplicînd div rezultă 


0 = AT divJ + 1 9 (âivB), 
e c ot i 


deci ţinînd cont de a treia ecuaţie, se obţine” 


dive + dP =0 
ot 
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(numită ecuaţia de continuitate). Dacă B nu de 
rotE = 0 deci E = Vy şi ecuația a treia devine Ay = 
tip Poisson). În fine, dacă J = 0 şi p = 0 (se spune atu 


atunci notînd A = 2E x B), rezultă 
T 


pinde de timp, atunci 
anp (numită ecuaţie de 
nei Că spațiul este liber) 


i 
3 


2, a A . 
diva rd B) = (Bot - ErotB) = i 


„ Cc[_lpoB _1 dE 
í 1g.. lg. a 1 dB, p3 


o c ot 8r di 


à 


deci punînd ọ = Ze +E2) , se obține 
z! t 


; dp ra 
divA + E =0 (ecuația lui Poynting). 


În cele ce urmează, ne ă 
ază, ne propunem să retranscriem fo 
dc tal le în notație vectorială, aşa cum 
v = (P,Q,R) un cîmp vectorial de clasă ci înt; i 
e f al c s r-un deschis U c R? şi œ = 
da a 1 - forma asociată. Dacă y: [a,b] — U este un drum de ola ru 
» atunci circulaţia lui v în lungul lui y este integrala curbilinie dă 
D= fa = [Pdr + Qay + Rdz. 
Dacă t ieta 
v este un cîmp de forţe, atunci «= <v,d; 
f = r>=vdr 
zamei era elementar, iar T este numit lucrul lui v în ea ea 
i ulul efectiv al lui T, se utilizează o reprezentare paramet aa i 
calculul se reduce la o integrală uzuală. Ha 


Teorema XIII. 6 se rescrie astfel: 


[Pvn + QdzAdy + RdrAdy = | Țtaivovazayaz. 
K 


ulele integrale date în pa- 
nt utilizate de obicei. Fie 


P Pi 2 

taie psp i i a saprati cu versorul — normală exterioară 
1ta), YA =n G, dzadx = ndo şi di dy = 

i i c 1 odo şi dxAdy = ndo, unde do 

a it de arie pe suprafața OK. [Luînd o ic gta locală 

v), y =ylu,v), z =z(u,v) pentru OK, avem dyAdz = AduAdv, unde 


a-d 2da, 
du ðv - ðv du” 


apoi do=]ļr,xr,|du^dv şi n= SuN, deii 
Ira xri 
n = i = 

„do = (z i)do = Aduadv = dxAdy]. Formula anterioară se rescrie atunci astfel: 


fondo = | fidivozdedyaz. 
K 


əðK 


M întâi i 

aie întîi se mai numeşte fluxul cîmpului vectorial v prin suprafaţa OK, 

n p ei exterioară n. Formula Gauss — Ostrogradski se mai numeşte 
ivergenţă . În particular, fluxul unui cîmp solenoidal printr-o 

suprafaţă închisă (de tip 3K) este nul. 
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EXEMPLUL 4. Calculăm fluxul lui v= (x,y,z) prin emisfera 
S= ry taz R?, z > 0}, după normala care face un unghi ascuțit cu 
semiaza pozitivă Oz. Ín acest caz, g 


n = versorul lui grad(? + y2 + 2°) = E 2) unde r=yx? +y? +z? . 
Fai r 


T 
Atunci fluxul creat este 


2,2,72 i 
fomdo= [229 22 ao - rdo= [Rdo = RariaS = 2mR?. 
š 3 r S G ` 


Formula lui Stokes (teorema XIII. 7) se poate scrie explicit sub forma 

[Pax +Qdy + Rdz = [rotondo 

îs S 
şi se mai numeşte formula "circulaţie — rotor”. Aşadar, circulaţia T a lui v 
în lungul bordului 3S (curbă închisă) este egală cu fluxul rotorului lui 


v prin suprafaţa S. În particular, circulaţia unui cîmp irotaţional în 
lungul oricărei curbe închise (de tip bord) este nulă. 


EXEMPLUL 5. Considerăm octantul de sferă 
S = [x? + y? +2? = R?, x 20, y 20,220) 


şi calculăm circulația cîmpului newtonian v = = în lungul bordului ƏS al lui 
r 


S. Aplicăm formula lui Stokes și rezultă ` 
— T= fo -dr = |eroto)-n do = 0, deoarece rotv = 0. 
îs - 8 


5. 10 exerciţii 


1. Să se calculeze, folosind formula Green - Riemann, integrala curbilinie 
te fa + 2xdy, 
x 
în lungul frontierei y orientate pozitiv a semicercului K = l? +y? <1, y 20} 
2. Fie P,Q funcții de clasă C? pe un deschis U c RÊ, astfel încât Z = E în U. Să se 
x 
arate că circulaţia lui v = (P,Q) în lungul bordului oricărui compact K c U, cu bord 
orientat, este nulă. Reciproca este falsă. 


3. Fief: A — Co funcţie olomorfă de clasă C! într-un deschis A c C, P = Ref, Q = Inf. 
Să se arate că P şi Q sunt armonice în A (o funcţie u : A > R se zice armonică dacă 
este de clasă CA) şi Au = 0). 


4. Fie c un vector constant şi r vectorul de poziţie. 


» 5. Să se determine un cîmp vectorial v de clasă C! în U=R\ 


5. 10 exerciții 


a) Să se calculeze divu, rotu pentru v = (e -r)r şi pentru v = r%e x"r) 


2 3 
F 


b) Să se arate că rot žE smale ) 
ȘI S. 


(0) astfel încat 


rotv = (x,y,—22) şi v este ortogonal pe Oz. 


6. a) Să se calculeze, folosind formula G 
l 7 auss — Ostrogradski 3 i 
d (2xz,2z,xy) prin suprafaţa închisă x? + y? + z? = 1, după normal Pi pa rii 
ceeaşi problemă t $ —222) pri i i ară: 
pos şi p mă pentru v = (2xz,2yz,-2z°) prin suprafața deschisă x? + yrz zi 
A 
7. Să se calculeze, folosind formula lui Stokes, circulația lui v = (y, 


ma o A 
cercului {xf + y” = 1, z = 1} parcurs pozitiv o dată în raport cu Oz. %1) în lungul 


8. Determinaţi un potențial scalar î i i 

9 pentru cîmpul irotațional v = (2xy y? i 
v= Vo, şi un potențial vector w pentru câ i ip Cd calea 
ii dă í p cîmpul solenoidal v = (2xy,-y2,1), adică 


9. Un lichid de densitate constantă c se află î i 
; d i ] ă într-un recipient K, asimi 
marae pai în semispaţiul z < 0 (spaţiul R? se presupune raportat fard a 
onal Oxyz de versori i, j, k). Presupunînd că i i 
togo xy: ri i j, presiunea creşte pro d 
adîncimea şi cîmpul presiunilor este v = czk cd ace 
c i  presiur = , să se calculeze fluxul Jui i i 
forţă ascensională a lichidului) şi să se deducă legea lui Arhimede, T pa a 


10. Fie v = (P,Q,R) un cîmp de clasă C! într-un deschis U c R°. O curbă y:I—> U de 
clasă Cl, yt) = Gyt) zt)), se zice linie de cîmp pentru v dacă Vtel 


vectorul — tangentă y(t ini i d = dy — dz i 
gentă Y(t) este coliniar cu v, deci F A -$ Să se determine liniile 


de cîmp pentru v = (2,y2,2), v = (xy,y?,2). 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


L P =y, Q=2x, 2 -2P 21. Atunci I-ariak- E, 
ox dy 3 


2. Circulaţia este [Pax + Qdy şi este nulă, folosind ipoteza asupra funcţiilor P,Q şi 
òK 3 f 


formula Green - Riemann. Pentru reciprocă, să considerăm P= -—Y —,Q=—X 
Z Po 


în U =R? \ ((0,0)). Se observă că 2E -22 în U şi totuşi circulația lui v = (P,Q) în 
IX 

lungul cercului unitate x? + y? = 1 este nenulă. Acest cerc nu este frontieră de compact 

bordat în U. 


3. Scriem ecuaţiile Cauchy - Riemann: DE. -2 , al = cuci Atunci 
dx dy dy ox 
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2 
Apa SP y DE afa). 2P Yoo; Be -Fie -3R 0, 
ax? 3y? dl] y|) oxloy Oy ax x Ay 


conform teoremei lui Schwartz. La fel, AQ = 0. 


4. a) Fie ọ=er. Scriind pe coordonate, avem c= (cucac3) şi r= (x,y,z) deci | 


P = cX + Cy + cgz. Atunci i 
Ve = (cucac3) = €, divv = div(er) = ọdivr + r- Vọ = 39 + re = 19, iar 


d rotv = erotr -r x Vp=-rxce=cxr. 
Pentru v = răe x 7) avem divv = r2div(e x r) + 2r(e r) = 0 ete. 
e'r? - (r-e) 3r Z 
A | E 
1 Toa 1 iq re dle: 
b) rot m = totar xe)= 3 2e -(rxe)x e ş grad y FR 


5. Luăm deci v = (P,Q,R) şi din relaţia dată rezultă 
20 r IP oy pi 20-22. 
- dz dz, Ox o% i 
Atunci Q = -xz + C i(x,y), P = yz + Cay) şi putem lua C, = Co =0. 
6.a) = 22 dx dy dz . Trecînd la coordonate sferice, rezultă 


a yîvzisi | 
2r R 
E -r?si = indo (r3dr etc. 
= 2 ff frcose r’sinðdrdðdo 2 [e feino o fr re 


i P 2 „2 
b) În acest caz divv = 0. Fie S, emisfera şi S, porțiunea din planul xOy cux +y <1. 
Atunci 
= - (oz2 =0. 
o= fwndo= f+ f- f= f = f=- f=- ffo karay- fozaxăy =0 
EA S Sa Sa SUS 8 3 Sa 5 

; z: . 22 
7. Avem rotv = (-1,-1,-1) şi putem lua S = porţiune din planul z = 1 cu x° + y” < 1. 
Atunci cum n = k, circulaţia este i 

T= fv-ar= frotv:ndo = f-ao = -ariaS = -r . 
îs: 3 S 


i ine 2O = 2xy, 20 -x2 +2, 22 =y, Apoi luăm w = (P,Q,0). 
8. Relația v = Ve devine EOY x? +z, E y. Ap 


9. Forța ascensională va fi , | 
e = fondo = ff taivoaxăyaz = Î[[eazayaz = e:volK = masa fluidului . 
aK K P K 


oa d ; 
10. În primul caz, d ELA dz Din ultimele două rapoarte rezultă AY = dz deci 
PODU cab pe z y 
z = inly| + C}; apoi d = 9 dz deci x= Caz? Liniile de cîmp apar ca intersecţia a două 
i * z 


- suprafeţe etc, 


LECȚIA A XIV-A 


SPAȚII HILBERT, SERII FOURIER 


A 
INTRODUCERE 


Vom prezenta în această lecție primele noțiuni de spații Hilbert, generalizarea 
cea mai naturală a spațiilor R” (C>. În cadrul spațiilor Hilbert se dezvoltă 
teoria seriilor Fourier generalizate, teoria operatorilor, precum şi teoriile 
moderne de optimizáre (legate de utilizarea tehnicilor geometrice bazate pe 
produse scalare). Vom da apoi cîteva rezultate privind seriile Fourier 
trigonometrice, utilizate în Fizica modernă şi în- telecomunicaţii, prin 
descompunerea semnalelor periodice în armonicele lor. i 


1. Spaţii Hilbert 


Spațiile vectoriale vor fi peste corpul C. 


Fie H un spaţiu vectorial (complex). Un produs scalar pe H este o funcţie 
<,>:Hx Ho C, astfel încât: 


1) < + y,z> = <x,y> + <,z>, V az e H, 
2) cotă: egy Vaye HşiVae c, 
3) <a, Vzye H, 


4) V x'e H, <x,x> > 0 şi în plus, <x, x> = 0 & x = 0. 
(Reamintim că pentru ? e C, A este conjugatul lui A). 
Se deduc imediat și proprietăţile: 
5) <x, y + 2> = <x, y> + <x, Z>, Yxyze H 
6) <x, 0y> = Q<x,y>, Vxye H, Vec 
Noțiunea de produs scalar abstract a fost introdusă de marele matematician 
german DAVID HILBERT-(1862 — 1943). 


Definiţia XIV. 1. Un spaţiu prehilbertian este un spaţiu vectorial H, 
împreună cu un produs scalar pe H. Un spaţiu unitar este un spaţiu 
prehilbertian finit dimensional. 


OBSERVAȚIE. Cu o modificare evidentă în condiţia 3, se obţine noţiunea de 
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produs scalar pe un spaţiu vectorial real şi noţiunea corespunzătoare de 
spaţiu prehilbertian. Spațiile prehilbertiene reale finit dimensionale se numesc 
spaţii euclidiene. 


Fie H un spaţiu prehilbertian. Definim || = V<zx,x> , pentru orice x e H. 


Inegalitatea lui Schwarz (G.K.A. SCHWARZ, 1843 — 1921): 
|<x.y>| <ixtiyi, Y xy e H. 


DEMONSTRAȚIE. Avem <x +y, x+0y>20, YxyeH, «eC, deci 
<x,y> 
<y,y> 
şi vom obţine inegalitatea dorită. Dacă y = 0, inegalitatea este banal 
verificată. ` 


<x, x> +0<x, y> + ZEII + |a| <yy>20. Dacă y 2 0 să luămo = - 


Se arată cu usurință că: 
a) |x]| > O pentru orice x e H şi [x] = 0 & x = 0, 
b) ja! = [a] ixl, Yx e H, voe C, 
c) fx + yl < iel + bl, Y xy e H. | 
Pentru c) se utilizează inegalitatea lui Schwarz. Aşadar, orice spaţiu 
„prehilbertian H este un spaţiu vectorial normat, în mod.canonic (cu norma 
|-] mai sus definită), deci şi un spaţiu metric, cu distanţa E 


d(xy) = lx -yl =y<x-y,x -y> , Y xy e H. 


Definiția XIV. 2. Un spațiu Hilbert este un spațiu prehilbertian complet. În 
particular, orice spațiu unitar este un spațiu Hilbert. 


EXEMPLUL 1. Spaţiul H = C” este Hilbert relativ la produsul scalar, 


n . 
ia a D XY V > (Xren) Y = Ore). 
1 


EXEMPLUL 2, Fie (X,A4,p) un spaţiu cu măsură. Pe spaţiul vectorial Lp) 
(lecţia a X — a) se defineşte produsul scalar <f,g> = Jre an. Se obţine un 
xX 


spațiu Hilbert (norma indusă este | |). 


Un caz particular important este X = N şi p măsura de numărare. În acest caz 
notăm L2(p) = l?. Avem 


Dot lee, E la <, 


cu produsul scalar <x,y> =È Ya Xe Y= [CDR . 


n 
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Fie H un spaţiu Hilbert. Dacă x,y e H, s 
<x,y> = 0. În acest caz scriem x Lly. 


TEOREMA XIV. i. 
D hæ tyi? + le -yp = 2al + 1972), Va e H, 


2) Dacă x 1 y, atunci jx +y}? = {xj + lo 2. 


3) x, x, Yn È Y È Sp > > <>. 


Demonstraţi& este o consecinţă i iată iii 
cinţă imediată a definiţiilor, | +y]? = <a +y,z +y> 


etc. Identitatea 1) este regula " i! i 
e r 'paralelogramului" i i 
generalizează” teorema lui Pitagora. iii ali da identitatea 4 


OBSERVAȚIE. Se poate demonstra că regula paralelogramului caracteri ă 
Patil Brana pentru care norma provine dintr-un produs scalar a ai 
Dacă x e H şi A c H, spunem că x este orto. 
orice y e A. Seriem în acest caz: x 1 A. 

Dacă A,B c H scriem A L B dacă x Ly pentru orice x e A, ye B 

Pentru A c H, A nevidă, definim Al = by x LA). Se A cu uşurinţă că 


dacă A c H, AT este un subspaţiu vectorial si un închi i 
iii abate paţi orial şi un tehis al lui H (subspațiu 


gonal pe A dacă x L y, pentru 


TEOREMA XIV. 2. (teorema iecției). Fi 
TEORE i2 proiecției). Fie H, c H un subspati i 
închis şi a e H. Există un unic pe H; astfel îactt sili cca 


Dia -pi < ja - xl, Y xe Hy 
2) (a - p) L Hh. 


DEMONSTRAȚIE. Fie a = 


inffja — x|, x e H}. Pentru ori istă 
i . orice n > 1, natural e 
x, e H) încât $ i caii 


oja -x,[<o+ t. 
n 


Folosind regula paralelogramului pentru Xm = Cs X, — a, deducem 


k 2 2 
Wen Em = 2al + he — Epl? = 2e,- a? + ep, — al. 
Deci 


OS hEn = Xn h? = Aap -a [2 + fac, a) - Man + Em -2a 2 


-al< 2 42 + dal Î + zi 
2 m? n mj 


deoarece 


A 


e DA 


CA 


punem că x este ortogonal Pey dacă 
că 
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+x 
n "m ajaa. 


l 


Şirul (&,), este deci un şir Cauchy în H,. H, fiind închis în spaţiul Hilbert H, 
rezultă complet deci există p e H, astfel ca x, — p. Deducem |a - p] = şi 
deci 1). 


Dacă p'e H, la -p| <Ja- xl, Y xeH,, urmează că la-p'i = la-pţ = a. 


Din regula paralelogramului (pentru ), avem 


> 


a-p a-p! 
2 2 


7 PERE i R à pt P 
la -ZEP p + Lp + ape. 


f / 
Dar asla- EP căci Z <H,. Deci Ip -p'l=0 şi p=p (deci 


unicitate). Să arătăm că (a - p) L H4. Fie x e H,, x + 0. Pentru A e C avem 
la -p-ìx]?=<a -p -ìx,a -p = >= 
= ja -pl -F<a-p,x> -<a pa + Pix P>o02 
(căci p + Ax e H,). În fond 
Ți<a -p,x> +< -p,X> - JA ZI 2<0. 


<a -p,x> 


(LI 
rezultă (a - p) Lx, V x e H}. 


Luăm A = şi obţinem <a -p,x> = 0. Cum pentru x = 0, (a - p) L x, 


COROLAR. În condiţiile teoremei de mai sus, H = H, © H} (sumă directă, 
adică orice element x e H se scrie unic x =z + y cu z € H}, y e HI). 


OBSERVAȚIE. În teorema XIV. 2, p este numit elementul de cea mai bună 
aproximare a elementului a e H cu elemente din H}. De asemenea tabloul 
"geometric" al teoremei XIV. 2 este clar: elementul p se obține "proiectînd" a 
pe H}. 


TEOREMA XIV. 3. (F. RIESZ, 1880 — 1956). Fie H un spațiu Hilbert şi 
T : H > Co funcțională liniară şi continuă. Există şi este unic ype H 
astfel încît T(x) = <x,yr>, V x e H şi în plus IT] = byzl. 


DEMONSTRAȚIE. Unicitatea lui yp rezultă imediat căci dacă <x,yr> = <> 
Y x e H, rezultă <x,yp — y> = 0 pentru orice x e H şi deci yp =y p. 

Pentru a arăta existența, să notăm H, = Ker T = (x e H ; T(x) = 0. H, este 
un spațiu închis în H. Să presupunem H, z H căci cazul H, = H este banal 
(T =0, yp = 0). 


1. Spaţii Hilbert 
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Există a e H - H}, a L H, (corolarul teoremei proiecției). 
7 a) 
jal? 


<xYr> = 0. Rezultă 


Definim yp= 


A x T(x) 
a. Dacă x e H, x, =x- t ü 
15x z a este un element în H, deci 


<x, yr> = To) ca TO) 


a, a> = T(x). 
Tia) lal? z ; 
În plus, 
ITI = sup |7)| = sup |<x,yr>|< s = 
ră | pi yr>| gup lel lyzl = lyp] 
şi 
ITI= sup |Z@] > [7-22 i = it, 
lxj s1 : lyri 


aşa că |7| = |ypl şi teorema este demonstrată. ~ 


O familie (e;),. z de elemente ale unui spaţiu Hilbert H se zice un sistem 
ortogonal dacă e, L e, Yk#p. 


Un sistem ortogonal (e); e y se zice ortonormal dacă în plus je | = 1, vje. 
Să observăm că dacă (e;); e y este un sistem ortogonal şi nu conţine pe 0e H, 


atunci (e); « y este o familie liniar independentă şi (e;/ le); < z formează un 
sistem ortonormal. aii 


Definiția XIV. 3. Fie (e,);. „un sistem ortonormal în H. Pentru fiecare x € H, 
numerele ajx) = Sep, Je J se numesc coeficienții Fourier (J. FOURIER 
1768 — 1830) ai elementului x, în raport cu sistemul ejeg 


Numele lui J. Fourier, mare matematician francez, guvernator al Egiptului pe timpul 
lui Napoleon, este cel mai întîlnit în întreaga literatură ştiinţifică. 


Fie (e,,...e,] un sistem ortonormal. Avem 
n n 
la = XS a;e,l sl - 5 o,e; , pentru orice 0q-:s0r, € C. 
1 1 


In adevăr, 


i à n 
lx -J ae; = -E gep s- oje) s 
I i d 


IPS gaa) -P oyga) D lol = 
1 1 1 
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-P-E laH E le-a. 
: ` 1 1 
Deducem cu uşurinţă A 


Tnegalitatea lui Bessel (F. V. BESSEL, 1784 - 1846). Dacă (e,)„e este un 
sistem ortonormal, atunci pentru orice x e H, - 


E lanw Ps. 
n=0 


Definiția XIV. 4. O bază ortonormală a spațiului Hilbert H este un sistem 
ortonormal B = (enep astfel încît subspațiul vectorial generat de B să fie 
dens în H. ; 

Reamintim că o submulțime A c H este densă dacă orice element din H este 
limita unui şir de elemente din A. 


TEOREMA XIV. 4. Fie B = (e, „en © bază ortonormală în H. Atunci pentru 


orice x e H, seria Ý a„(x)e, converge către x (în H). 
; n ; 


n A 
DEMONSTRAȚIE. a(x) = <>. Fie S, = P axe, şi e >0 arbitrar. Din 
20 


ipoteza de densitate rezultă că există n, şi yeH, (spațiul generat de 
e0sEn, ) aşa încît jx- yl <s. Evident pentru n 2n, ye H, (spațiul 


generat de Coen) ŞI x — Ss lx- yl < e; deci $, > x în H. 
COROLAR. În ipotezele de mai sus, 


ixi? = È, lao? 


(egalitatea lui M. A. PARSEVAL, 1755 — 1836). Această egalitate este o 
extindere a teoremei lui Pitagora. 


Definiţia XIV. 5. În condiţiile teoremei XIV. 4, formula 


x= Ý aen 
n=0 


se numeşte dezvoltarea Fourier a lui x în baza ortonormală (e„) sau seria 
Fourier a lui x. 

Se observă că dacă (e„)en este o bază ortonormală în H, atunci aplicaţia 
x > (a,(%)), este o izometrie a lui H pe É Gzometrie aici înseamnă bijecţie 
care conservă produsul scalar). 

Vom încheia acest paragraf cu un exemplu fundamental. 


1. Spaţii Hilbert 


s 2r? _1 : N 
Fie L?= Lén, (dn). unde dp =d şi dx mäsura Lebesgue. Considerăm 


= pini 7 RE A : a E 
ly = ein, n e 5. Familia (l) este în mod evident numărabilă şi o considerăm 
dispusă în şirul 
în a-i a2ix a-2i 
ÎI cd Ia: i tuena E 


Este un exerciţiu simplu de a arăta că Cip este un sistem ortonormal în L? 
Se va arăta în paragraful „următor că acest sistem este chiar o bază 
ortonormală. Pentru fe L°, coeficienţii Fourier (în raport cu această 
bază) vor fi i 


à m 
= gä -inx 
Cn = CnP = Jro de 


d bis 
(produsul scalar în L? este <f,g> = fizan at, rzax RI 
` i 2r T 


Seria Fourier pentru f va fi 
>D c ei r 
neZ 
iar sumele parţiale:sunt polinoamele trigonometrice 


„n 


sa E eNe. 


k=-n 


Din cele arătate mai sus, s, = f în L? şi 


s n 
2 [e =I = => firo |2dx (conform egalității lui Parseval). 


Mai mult, dacă (c,)ez este în 7° (adică > |e]? <+), şirul de polinoame 


n 
trigonometrice P,(x) = ŞI cpe converge în L? către o funcţie care are (c,), 
nn 
-n 


drept coeficienți Fourier. 
Considerăm acum'pe (-n,n) măsura du = ax şi spaţiul L? corespunzător 
T i 


A T 
acestei măsuri, cu produsul scalar <f,g> = 2 frea. Fie sistemul ortonormal 
. T 
-R 


(chiar bază ortonormală): 


1 PIZ : 
27400080 lu O pi Da a ne N, nzi 
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Avem pentru f € L? coeficienţii Fourier (clasici) 


Li 
n= $ | Ra cosnicda nazo, 
Tr 


T 
= d | Rao sinnacax, n>l 
T 


şi seria Fourier corespunzătoare 


f= moy D (a„cosnx + b„sinnx), 
n=1 
dezvoltarea fiind valabilă în Z?. 
Folosind formulele lui Euler, 


inx 4} ovins inx 


f 2 g-inx 
cosnx = , sinnx = - 
2 2i 
se stabileşte imediat legătura între coeficienții Fourier c P, auf, bp; anume, 
ag cn iba atiba a 
o=, Cp 9 Cop SR > La 
23 2 2 


2. Convergenţa seriilor Fourier 


Dacă f: R — C este o funcţie periodică de perioadă 27 pe R şi astfel încît 
fe Bira în raport cu măsura Lebesgue, se pot defini coeficienții Fourier 


K ` 
1 -i 7, 
gpi Je indy, n e Z 
aP ai 
n 
af =| fRæcosnzdz, n = 0, 1, 
LU 


n 
b= E fo sinnxdz, CR it O 
Li -r 
şi seriile Fourier corespunzătoare 


f- eae, aen 


unde ~ se citeşte "seria asociată funcției f". 


+ 3 (a„cosnx + b,sinnx) 
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| Problema care se pune este studiul convergenţei seriilor Fourier. Am văzut în 

paragraful precedent cum se prezintă situaţia în IA, anume convergenţa în 
norma Į-lp numită "în medie pătratică”. Sunt însă "de mare interes şi alte 
tipuri de convergenţă (punctuală, uniformă etc.) În vederea acestui studiu a 


fost considerată şi ipoteza periodicităţii funcţiei f, avînd în vedere 
periodicitatea funcţiilor ei, cosnx, sinnx. Vom nota 


D,œ&)=- ȘI ei: (nucleul DIRICHLET, 1805 - 1859) şi 
k=-n 


Kð- 


n+ 


E Dp) (nucleul FEJER, 1880 - 1956). 


m=0 


TEOREMA XIV. 5. Avem 


sin (n + 1 
1) D,(x) = , n= 0,1... 


NE 
sin 
2 


1 - cos(n + 1)x 
n+l 1 - cosx 


2) K„&)= 


MEE AA 


z K 
3) ȚDadar= [Kade 2m, n= 01. 


4) K (œ) 20 şi K,&)< 2 


ii tru 0 < 
(n + îX1 + cos6) penra 5 8 


[x] < n. 


DEMONSTRAȚIE. (e"* 


= DD, (x) E: ent Ie on 
şi se obține 1). 


e™*, Se multiplică identitatea cu e"? 


m 


Din (n + DK, (0) =$ Dn) se obține imediat formula 
o 


(n + DK, aXe" — 


gin+ Da 


Iei — D=2 


i erele, 


de unde 2). 


3) rezultă dintr-un calcul imediat, iar 4) se obţine uşor din 2). 


Fie acum 


sa) = safe) = SE cae 


k=-n 
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Avem 


T n T t n ; 
z ine baza l pl = 
s= Í RDF ee Pdt = Í ADD, a -D= J fæ -AD (tdt 


şi 
Sola) + ... + Sp) 


17 
Eal -HK dt. 
+1 2 Ja K0) 


ox) = 
TEOREMA XIV. 6. (Fejer). Fie f: R —>R continuă şi de perioadă 2r. 


„_ UC 
Atunci 0, > f pe R. 


t 


E 
DEMONSTRAȚIE. ©6,(x) - Ala) = => no - -ANK, Hdt. Fie M > 0 astfel încit 
TU 
-x 


Rol <M, VxeR. Dacă .>0, 35,>0 astfel încît -—yj<ă, să 


l implice |Ax) - /y)| <5 (f fiind uniform continuă !). Alegem N astfel încît 


pentru n > N, 5 < |t| < x să avem KD- Vom obține 
ô . n 
[inx-o-fo |Kuoar< E | Rabat = ne, iar 
% în 


-5 K T 
Sie D020 fife = -AE DAS ig faM -nean >N. 


În definitiv, 
|0,(x) - Ax) | se 


dacă n > N şi V x e R şi teorema este demonstrată. 


COROLAR. Dacă fg sunt funcţii continue, de perioadă 2r pe R şi au aceiaşi 
coeficienţi Fourier, atunci f = g. 


Să observăm că teorema XIV. 6 poate fi interpretată şi în felul următor: 


Dacă f este continuă în [-7,n], K-n) = Ain), atunci pentru orice g > 0 există 
n 


un polinom trigonometric T() = ag + ŞI (0, cos + B„ sinma) astfel încît 


P m= 
R=) — TŒ) < e, Y x e [n,n]. În definitiv f se poate aproxima uniform cu 
polinoame trigonometrice. 


2. Convergenţa seriilor Fourier 
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Însă dacă f:la,b]—>R (sau ©) este o funcție continuă, atunci 

g(x) =fla + Ž (b -a)) este continuă pe [0,7]. Extinzînd pe g la [~rn] prin 
T ; 

paritate, rezultă că g se poate aproxima uniform cu polinoame trigonometrice 


pe l-n,n]. Dar polinoamele trigonometrice se pot aproxima uniform cu 
polinoame obişnuite pe [~n,n} căci funcţiile sin, cos sunt sume de serii de 


„puteri convergente pe toată dreapta reală. În definitiv g se poate aproxima 


uniform cu polinoame pe [0,n], deci f se poate aproxima uniform cu polinoame 
pe [a,b]. S-a obţinut astfel E ' 
TEOREMA XIV. 7. (WEIERSTRASS). Orice funcție continuă pe un interval 
compact se poate aproxima uniform cu polinoame. 


Ca un corolar al acestei teoreme, deducem că şirul de funcții (ein) e. este o 
bază ortonormală în L? (cu notația din paragraful precedent). În adevăr, 
funcţiile continue sunt dense în L? (teorema IX.11.) şi polinoamele 
trigonometrice sunt dense în mulţimea funcţiilor continue (în convergenţa 


uniformă care implică desigur convergenţa în LD. 


Să ne întoarcem la problema convergenței seriei Fourier pentru fe Li ala 


Avem 
A 1 n , B 
Su) = Í fe = OD, Bdt. 
Folosind paritatea funcției D,, putem scrie 


1 i 
s(x) = za Je +t)D„(t)dt , deci 


E3 sinjn + 1 
O s - ft) = SMD -Ao aal dt. 
F -2T i d , 


sin. — 
2 £ 


LEMA (lui Riemann). Dacă g eLis , atunci 


b b 4 
dim feta)sinrăx =0 şi lim. [ata coskzăx =0. 
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DEMONSTRAȚIE. Dacă g este de clasă C! pe [a,b], lema rezultă integrînd pis 
părți. În cazul general, se utilizează densitatea funcțiilor de clasă C 
spațiul Li $ 


TEOREMA XIV. 8. (U. DINI, 1845 — 1918). Fie f o funcție de perioadă 27, 
fe Li n.a] astfel încât pentru x fixat să existe ô> 0, cu proprietates ca 
integrala 


5. - i 
ki Ax + tf) q 
e) JE] t 


să existe. Atunci SA) 2 Ax). 


DEMONSTRAȚIE. Din relaţia (*) rezultă: 


si) - fa) = 1 Te fæ +t) - Ax) t 


sinf + zye 
2 tt 2sinŽ 2 
2 


Din condiţia (**) şi lema precedentă, deducem 
S(x) i zf a 


Teorema este demonstrată. Dacă de exemplu f este continuă în x şi are 
derivate laterale finite în x, atunci condiția (**) este lopata 


OBSERVAȚIE. Dacă în teorema precedentă punem condiţia să existe Ax - 0), 
fl + 0) (limitele laterale) şi integralele 


pa Rx +O as, 2205 fx +O a, 


-8 


atunci va rezulta că 


fx +0) +fx-0) 


Sa 3 


Deci am demonstrat. 


TEOREMA XIV. 9. (DIRICHLET). Dacă f: R — R este o funcție mărginită 
măsurabilă de perioadă 2r, avînd pe [-r,x] un număr finit de discontinuități 
de prima speță şi derivate laterale finite în fiecare punct, atunci seria Fourier 
fix + 0) + fix - 0) 
2 
Presupunînd că f: R > R este periodică de perioadă T = 21 ( > 0), în loc de 
2n, atunci toate rezultatele anterioare rămîn valabile; în acest caz coeficienţii 
Fourier sunt 


a funcţiei f converge punctual către , în orice punct x e R. 


2. Convergenţa seriilor Fourier 


= an= os an, n0; 


ATX dx n> 1și 


= ih sin 
i PIX 
sul ai faje T ax. 
Teorema XIV. 9 se scrie astfel: 


Ax +0) + Rx- 0) _ 
moeg 


Comentariu. 1) Dacă At)t e R este un semnal continuu, periodic (de perioadă 21), 


verificînd condiţiile teoremei XIV. 9 a lui Dirichlet, atunci coeficientul “ S = = A foa 


xn. 


reprezintă "media" lui f pe intervalul [-n,n], iar termenul a,cosnt + b sinnt, n 3 1 cu 


A IE: „ 21 ; A A í 
perioada principală 2L , se numeşte armonica de ordin n a semnalului f. Formula 
n 


R=- 2 + 5 (a,cosnt + b sinnt) 
7 n71 


se interpretează ca descompunerea semnalului f î în armonicele sale. În modificarea 
semnalelor unele armonice trebuie atenuate şi altele amplificate. O problemă 
complexă, de mare însemnătate practică, este cea a separării semnalelor utile de 
zgomote (numită problema filtrării). 

2) Şirul (c Arez se mai numeşte spectrul semnalului f. Spectrul este bine determinat 
de f şi invers, f este recuperat a.p.t. prin cunoaşterea coeficienţilor c,. Este astfel 
evidențiat un fenomen matematic remarcabil: entități continue sunt exprimate prin 
entități discrete, fenomen numit "dualitatea analogic — digital”. 


EXEMPLU. Fie funcţia f:(-n,n)—R, fa) = şi F funcţia obținută a.p.t. 
prelungind f prin periodicitate la întreg R. Aceasta va fi o funcţie impară şi 
satisface condiţiile teoremei lui Dirichlet. Coeficienţii Fourier vor fi 
R 
ap=0, n20 şi b, =Z [fosinnzds- ŽD, na 1. 
T d n 


Rezultă că V x € R, 


fa: + 0) +ÃĀx-0)_ -5 bsinna: 
2 n=1 
şi pentru x € (-n,n), se obţine 
| E 
x = 2 È > x sinny. 
În particular, pentru x= Ē va rezulta că 1- d + 4 - d esf, 
2 3 5 7 4 
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3. 10 exerciţii 


1. Fie H = R", cu produsul scalar euclidian şi L : H > R o aplicație liniară continuă. 
Să se arate că există şi este unic c e H astfel încît L(x) = <c,x>, Vaze H. 


2. Fie H = M,„(R) mulţimea matricilor m x n cu coeficienţi reali. Pentru orice A,B e A, 
se notează <A,B> = urma matricii pătrate ATB. Să se arate că se obţine un produs 
scalar pe H (urma unei matrici păiratice este suma elementelor de pe diagonala 
principală). 


3. Într-un spaţiu prehilbertian real H, se spune că un şir («,) converge slab către 
ae H dacă Y ye H, <xpy> > <a,y>. Să se arate că dacă x, >a în H, atunci (,) 
converge slab către a. Reciproca are loc în R”, dar nu în general. 


4. a) Să se arate că în orice spaţiu euclidian există o bază ortonormală. 
b) Indicaţi o bază ortonormală în spațiul 1?. 


5. Să se arate că aplicaţia f : 22, (cotata) > {21X9} este R — liniară, continuă, 
surjectivă dar nu injectivă. 


6. a) Să se arate că spaţiul Banach Mora cu norma "sup" nu poate avea o structură 
de spaţiu Hilbert. 


5 2r 
b) Să se arate că spațiul prehilbertian Ci 2 cu produsul scalar<f,g> = frogo at 
nu este un spațiu Hilbert. i s 
S 


7. Să se determine coeficienții Fourier a, b, C, pentru funcţia 3 = 


1, xe(0,x] 
Ax) = ; 
-1, xe(-n,0) 
“ prelungită prin periodicitate la întreg R. i 7 


8. Să se aplice teorema lui Dirichlet pentru funcțiile următoare extinse prin 
periodicitate la R: 


a) Ax) = ||, x e (n,n); _ 
b) Ra) = zê, xe (nn; ` -= E 
o fax, xe (-nnl. 


9. Fie f: R>Ro funcție periodică de perioadă 27, satisfăcînd condiţiile teoremei 
Dirichlet. ' 


E3 
a) Dacă f este pară, să se arate că b, = 0, n 2 1 şi a= 2 ffocosns, n>0. 
T 
o 


E3 
b) Dacă f este impară, să se arate că a, = 0,n>0 şi bu 2 [frosinne n ar 
. T 
0 


10. Dacă f satisface condițiile teoremei lui Dirichlet, să se arate că a,„(f, b0, c, si 
c_„(f) tind către 0 pentru n — «e. 
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329 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


. zax A . as 
1. Fie (epez,...se,l baza canonică în R”. Pentru orice x e H, x= X ae. = 
d îi ie: = (a...) cu 
n 

a; e Rşi L)= Ð a;Lle;) . Notăm Lle) = i i ` 

i i m Lle) =c;,1 <i <n, deci = u 

P i) -= Cp > L(x) > Cia;= <ex>, nde 

£ 


n 
C= (Cp cuc) = c;e;. Unicitatea lui c se d : 
pt Ca 2 ie: i c se enionstiează astfel: fie d e R” astfel încît 
<cx> = <d,x> deci <c-dx>=0, pentru orice xe R”. Lui 
4 y . Luînd x=c- 
lce — d] = 0 deci e =d. Se poate aplica şi teorema XIV.3. zi rezulta 


x d . . eà 
2. Dacă A = (a;), B = (;); 1 <i < m, 1<j <n, atunci <A,B> = £ 5 ajb; . Se verifică 
A 4 ij 
a ij 
uşor proprietăţile produsului scalar. ” 


le d - <a,y> = <x„ - @,y> şi conform inegalităţii lui Schwarz 

05 [<en — a;y>] < læ, ~ al'lyil. Conform lemei cleştelui, rezultă <x y> — <a, Pi 

ă i f a 

acă x, > a slab, atunci <x,,ep> -> <a,e,>, pentru 1 < k < n deci coordonatele lui x tind 
n 


către coordonatele lui a şi ca atare, x, > a î: m: iR". Fi 2 
a in nor! = i 
Xa alui R". Fie H=L: „ . Pentru orice 


- 7 
e H, avem li i í i i 
f: im ro sinnxdx deci <f,sinnx> — 0 pentru n — ce. Așadar lsinnx) — 0 


slab în H. Dar |sinnx| = aia nu tinde către zero. 


4, a) Se consideră un sistem liniar independent care se ortogonalizează nrin procedeul 
Gram — Schmidt. Apoi se normează vectorii (a norma un vector v + 0 înseamnă a 
considera vectorul _Y_). 
lol 
b) Fie e, = (1,0,0,...); e, = (0,1.0,...); e3 = (0,0,1,0,...). Aceşti vectori din Ê sunt liniar 
independenţi şi ortogonali doi cite doi; apoi je] = 1, V X 2 1. Orice x e P, x = (a) 1 
p INÈ: 


scrie x = b3 Xe şi ca atare, x este limita unui şir de combinații liniare de vectori ĉr 
n=) 


5. Pentru orice x = (x,„)„»ọ din E avem |flx) 2 = L 2 3 x = [x [2 deci Ax) < lxi. 
ni n70 

Renin că f este continuă. Restul este imediat. Aplicația f se mai numeşte "funcţie de 
şiftare". 


6. a) Luăm f= sin, g = cos. Atunci ffi =1, lgl = 1, If+gl = If-gl=1 şi nu se 
verifică regula paralelogramului. ` 

b) Trebuie produs un şir Cauchy în H care nu este convergent. Să considerăm Y n 2 1, 
funcția continuă f, : 10,21] — R şi g : [0,27] — R date prin 
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0 dacă x epz ufi. 
x. 1i g-i 
d daca ze aL 1, dacă sep) 
fie) = Sa , ga)= 2 
nax- 2 dacă - xel PE, Z+ 0, în rest 
y 2 2 n 
31 3n 1 3n 
-njx- ElSe E 
r d 3) dacă x G = 
Pentru orice m,n 2 1 avem 
o 2r 
i Pax 2 şi li - gta)? = 0. 
If -f= [ro -fePaxs E şi lim Í Fna) -gde 
Aşadar, şirul (f,) este Cauchy în H, dar nu converge către o funcție continuă. 
0 a 0 dacă n par 
i b4= 1 innxax + A (sinnxdx = 4 s . Apoi 
7. Avem a, =0,n20şi n52 f-si = LE -daci n impar 
3 -x Li na 
co =0, c, ati şi cu an + ibn pentru n > 1. Se observă că a,, b, C, converg 
, Ca 3 
către zero. 
> 1; 09210 =0, a =- 4 i 
8. a) b, = 0, n > 1; do = T, Qo = 0, Qara TE DE 


2r? 4-1 


b) a9= „aa 3 bp = 0, Yn 1 ete. 


n 


9. Dacă f pară, atunci f(x)'cosnx este pară, iar fA(x)'sinnx este impară. Dacă f este 
impară, atunci fix)cosnx este impară şi flx)sinnx pară. Reamintim apoi că dacă 


a 
g:laal—R este integrabilă şi impară, atunci [ecnax=0 iar dacă este pară, 
a a x Sr 
atunci Í gt) dx = 2 fgsdx . 
“a 0 
10. Dacă f satisface condițiile teoremei lui Dirichlet, atunci fe [42] Şi aplicăm lema 


lui Riemann. Rezultă 


z 
lim a,(f)= 4 lim | Ax)cosnxdx = 0 


n= Tnet 
şi similar: 
lim b, =0. 
noe E 
a) ap tiba ai i 
Apoi cp -5 Cn = deci c, > 0 și c_„ > 0. 


„SUBIECTE DATE LA PROBA SCRISĂ 
A EXAMENULUI DE "ANALIZĂ MATEMATICĂ" 


Prezentăm dotă subiecte complete date la examenul din anul I — facultăţi 


electrice, sesiunile din iarnă şi vară, la Universitatea POLITEHNICA din 
- Bucureşti. Timpul de lucru : 2 ore. 


A. Sesiunea - iarnă 


1. Criteriile lui Abel şi Lebniz; enunţ şi demonstraţie. 


2. Să se răspundă la următoarele două întrebări: 

a) care este deosebirea între PC şi UC pentru şirurile de funcţii ? 
3 „5 

b) se ştie că sinx «x - 3 + d ce se obține pentru x = 5 ? 


3. Dacă f:R2—R este continuă şi achR, să se arate că mulţimea 


M = (y) e R | Axy) < a) este deschisă. Daţi exemplu de F şi a pentru care M este 
conexă, dar nu convexă. 


4. Să se determine extremele funcţiei (x,y,z) = 2x + y+z,cu legăturile ad + y2 4 22 4, 
x? +2? = 3, y > 0. Interpretare geometrică. 


B. Sesiunea — vară 
1. Funcţiile Gamma şi Beta; definiţie, proprietăţi. 


2. a) Justificaţi importanţa formulei Gauss — Ostrogradski. 
f b) Daţi exemplu de o proprietate care are loc a.p.t. dar nu peste tot. 
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3. Să se arate că ffsinta? + y2hdxdy < 3 t 


x2+y2<1 


4. Dacă x e (0,20) să se arate că Y SID — e a 
nl n 


INDICAȚII 


A. 2. a) UC = PC; invers nu. 


6 56 
b) Eroarea absolută în formulă este <> = La < 22, ceea ce arată că este o formulă 


grosieră. Ea devine utilă doar în vecinătatea lui x = 0 deci pentru |x| suficient de 


mic (de exemplu pentru |x| < 1, eroarea este sI) 


3. M = Fil(-ce,a)) şi (—<0,a) este deschisă. De exemplu, fay) = 2 — y şi a = 0. Atunci 
M =R? \ (0,0). 


4. Be poate aplica metoda multiplicatórilor Lagrange; se poate de asemenea 'pune 
x = V3 cost, y = L z= Vă sint ete. 


B. 2. a) Legătură între integrale de suprafață şi volum, ca şi între date la frontieră, 
accesibile şi date eventual inaccesibile. zi = 

b) Fie f:R—R astfel încît; Až) = 0 pentru x e R | N şi Ax) = 1 pentru x e N; avem 
f=9a.pit. dar nu pe tot R., 


3. Se trece la coordonate polare. 


4. Se dezvoltă în serie Fourier Ax) = PL 


» x e (0,21), prelungită prin periodicitate 
la R. sai 
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INDEX ALFABETIC 
Aderenţa unei mulţimi 70 dezvoltare în serie Taylor, 
algebră de mulţimi (0-algebră) 229 Fourier 128, 320 
aplicaţie continuă 71 difeomorfism z 170 
č de clasă O”, C* 99, 151 diferenţiala unei aplicații (funcții) 144 
E netedă 180 disc de convergenţă 115 
aproximare liniară 156 distanţă SAA 60 
aria unui compact cu bord 298 distanța convergenței uniforme 62 
aria unei suprafețe 284 ” iei în R [ei A 16, La 
: 5 ă, arc ori amming pe hipercu 
arc de curbă, arc orientat 273 piete Fa 
îi divergenta unui cîmp vectorial 309 
Bază ortonormală ai 321 dreapta de regresie 163 
bilă deschisă, închisă 68 drum, neted 107 
bord 291, 307 y parametrizat 105 
drumuri echivalente "107 
Circulația unui cîmp vectorial 275 
cîmp de gradienţi 277 Ecuaţii (condiţii) Cauchy-Riemann 299 
” irotaţional 309 extreme globale 28 
i scalar, vectorial + 308 $ locale 158 
4 solenoitial 309 " cu legături 185 
coeficienţi Fourier 319 
compact cu bord 290 Familie de elemente 18 
criterii de-convergenţă pentru: fluxul unui cîmp vectorial 285 
` — integrale improprii 206, 207 formă diferenţială 270, 279 
— integrale improprii ăi formula Cauchy 299 
cu parametru 220, 221 y Côtes . 135 
— serii numerice 38-46 = Euler pentru funcţii 
— şiruri în R, C 23, 27 omogene , 151 
criteriul de diferenţiabilitate 145 " Gauss~Ostrogradski 304 
criteriul general Cauchy pentru: 7 Green-Riemann 292 
— serii 39 a integrală a lui Cauchy 299 
- şiruri 3 23 a Mac Laurin 102 
criteriul lui Weierstrass de a schimbării de variabilă 259 
convergență uniformă 92 a Simpson 135 
curbă 108, 290 i Stokes 307 
y Taylor 100, 157 
, z noan P trapezelor 135 
Derivata după o direcție 140 | frontiera unei mulţimi 70 
derivate parţiale i i Ă 140 funcţia beta , 294 
„determinant funcţional Gacobian) 142 n exponențială 125 


funcţia gamma 223 
funcţie analitică 125, 301 
F armonică 312 
Š continuă 71 
E convexă 103 
ki de clasă CP, C* A 99, 151 
" derivabilă parțial 140 
j diferențiabilă 143 
Á etajată (în scară) 77 
ii integrabilă Riemann 192 
s integrabilă Lebesgue 241, 253 
" măsurabilă a 232 
" olomorfă 118,298 
y spline 133 
si uniform continuă 76 


funcţii independente funcţional 178 


Gradientul unei funcţii 147, 269 
Imagine inversă (reciprocă) a 
unei forme diferenţiale 271, 280 
imersie > 178: 
inegalitatea Bessel 321 
p Hölder 259 
" Minkowski 259 
i Schwarz 316 


integrală convergentă, divergentă, 


absolut convergentă 203, 205 

zi curbilinie 272 

hi improprie 202 

ui Lebesgue ` 241 

K cu parametri 214 

` Riemann 192 

x Riemann-Stieltjes 209 

i de suprafaţă. 282 

interiorul unei mulţimi 70 

Laplacian 310 

lema intervalelor închise incluse 20 

lema lui Cesar 21 
À" Fatoú 241 

E Riemann. 325 

limita după o direcţie 74 

zi inferioară, superioară 24 


unei funcţii într-un punct 73 


lungimea unui drum 108, 274 
Margine inferioară, superioară 14 
$ matrice jacobiană 142 
E măsură exterioară 241 


335 
măsura unei mulţimi măsurabile 235 
i unui paralelipiped 247 
" Lebesgue în R 250 
metoda celor mai mici pătrate 163 
i gradientului 164 
i multiplicatorilor lui 
Lagrange 185 
i lui Ritz 163 
mulţime boreliană 232 
j compactă 75 
` conexă 78 
j de măsură nulă 193 
$ densă |“ 70 
i deschisă, închisă „69 
a mărginită 75 
i măsurabilă 230 
i numărabilă 21 
N ordonată 14 
mulţimea numerelor complexe 17 
$ reale 14 
Normă 83 
număr complex 17, 18 
s real 15 
Omeomorfism între spații metrice 79 
Paralelipiped în R 247 
paranteza Poisson 184 
partiţia unităţii 297 
pînză parametrizată de 
suprafaţă 280, 281 
polinom Lagrange de interpolare 132 
" principiul contracţiei 65 
procedura Newton 104 
produs scalar 316 
proprietate adevărată aproape 
peste tot (a.p.t.) 196, 244 
punct aderent 70 
critic 159 
j de extrem 159 
~ fix 66 
j interior 70 
Ramură a argumentului 129, 130 
ramură a logaritmului complex 130 
rază de convergenţă 115 
ip curbură :103, 108 
š torsiune 108 
regula paralelogramului 317 


336 


. relaţie de ordine 
rotorul unui cîmp vectorial 


Serie absolut convergentă 
serie binomială 

" . convergentă, divergentă 
Fourier i 
de puteri (întreagă) 


14 


309 


41 
123 


36 
320 . 


113 


punctual (simplu) convergentă 90 


"uniform convergentă - 90 

” Taylor 122 
spaţiu Banach 85 
’ cu măsură 237 

” euclidian 316 

"“ Hilbert 316 
spațiu metric: 60 
r compact 75 

y complet . 64 

s conex "78 
spaţiu prehilbertian r 315 
K tangent 182 

i topologice 70, 231 

3 unitar 316 
vectorial normat (SVN) 83 
„spaţii metrice omeomorfe 79 
submersie 178 
subşir 19 
suma unei serii convergente 36 
sume Darboux 191 
Şir.de numere reale ` 19 
` şir Cauchy "28 
" convergent 19, 26, 63 

" monoton în R 


29- 


„ Tipăritla 
Atelierele Tipografice 
METROPOL 


şir punctual (simplu) convergent ` 87 
” uniform convergent. .. 87 


Teorema de calcul al derivatei 


după o direcție 149. 
teorema de derivare sub i 
integrală 216, 217 
teorema funcţiilor implicite „178 
teorema lui Banach de punct fix. 65 
SS a Cantor "50 
j Dieudonné 98 
+ Dirichlet ` 326 
p Fermat 159 
i Fubini 257 
i Lagrange 185 
s Lebesgue asupra 
integrabilităţii Riemann - 194 
teorema lui Lebesgue de 
convergență dominantă 243. 
teorema lui, B. Levi'de 
convergență monotonă 239 
teorema lui Mertens "49 
ți Poincaré 276 
, Riesz i 318 
" Schwarz 153 
ii Weierstrass 325 
teorema proiecției 317 
aa rangului ` 175 
topologie 230 
triedrul lui Frenet 108 
Valoare principală Cauchy! 203 
varietate diferenţiabilă (netedă) 180 
vecinătate a unui punct 68 


vector tangent # 182 


